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ABSTRACT

Given (R"; q) the quadratic space of signature (r,s) with r + s = n. The problem we are concerned with is the
identification of the Cliffordien distributions and spinoriel distributions defined on the group spin(r,s) at values in the
Clifford algebra CL(IR"); (resp the spinors space) biinvariant by its maximal subgroup compact K = spin(r) x
spin(s)); the own solutions of Dirac Operator.

To solve this problem, we profit from the existence of the close relation between the Dirac D operator and the Laplace

operator realized by the equality D* =[0.

On The other hand, we can not forget the basic role of the coordinator that the universal morphism plays between the
spin(r,s) groups and SO(r,s) and its relevement.

Thus, these two powerful tools contribute to the complete identification of Cliffordien distributions from spheric
distributions and vise versa.

I can be said that the Clifford analysis is a refinement of the harmonic analysis. Her techniques are used to construct a
fundamental solution for first order homogeneous differential operators on the n-dimensional hyperbolic space.

In most of the literature on Clifford analysis the Dirac operator considered is the elliptic one acting on a flat euclidean
space.

For these reasons, the Dirac operator is currently making a revolution to realise the unification of the spinoriel
geometry and the Clifford analysis by using the calculation techniques of the Clifford algebra.
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RESUME:
Soit (E,s,q) 1'espace quadratique IR" muni de la forme quadratique q de signature(r,s), avec r+s=n.

Le probleme que nous préoccupe c'est la détermination des distributions Clifordiennes (resp spinorielles) définies sur le
groupe Spin(r,s) a valeurs dans 1'algebre de Clifford CL(IR"), (resp l'espace des spineurs S) bi-invariantes par son sous-
groupe compact maximal, = spin(r) x spin(s)) ; solutions propres de 1'opérateur de Dirac D. Pour résoudre ce probleme

nous profitons de 1'existence de l'intime relation entre 1'opérateur de Dirac D et I'opérateur de Laplace Oréalisée par
I’égalisée

D? =01, lorsque D et O s'écrivent localement:

n r I+s 2

Z 0 ? Z d
D = ei 5 et O= 2 - 2
i=1 axi i=1 aXi aXi

i=r+l
D'autre part, nous ne pouvons pas oublier le role fondamental du coordinateur que joue le morphisme de revétement
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universel entre les groupes Spin(r,s) et SO(r,s) et de son relevement.

Par suite ces deux outils puissants contribuent a la détermination complete des distributions Cliffordiennes a partir des
distributions sphériques et réciproquement.

On peut dire que 1'analyse de Clifford est un raffinement de I'analyse harmonique.

Alors pour ces raisons l'opérateur de Dirac est actuellement entrain de conduire une révolution pour réaliser
I'unification entre la géométrie spinorielle et 1'analyse de Clifford, en utilisant les techniques de calcul de 1'algebre de
Clifford.[11,2,13].

0- INTRODUCTION:

Etant donnée un espace quadratique (IR", q) on lui associé son algebre de Clifford CL(IR"), son espace des spineurs S,
son groupe spinoriel (G =Spin (r,s) et son opérateur de Dirac D exprimé a l'aide de (e;) base orthonormée de IR"
relativement a q. Puisque D opere sur les champs des spineurs et les champs de Clifford par dérivation et multiplication
par des éléments de CL(IR").

Nous sommes obligés a définir des espaces topologiques sur des espaces sur lesquels opérent les distributions.

Nous notons par CZO (Spin(r,s),S), (resp CZO (Spin(r,s) CL(IR™), I'espace des champs infiniment différentiables sur G
a support compact et a valeurs dans

S, (resp CL(IR")).

L'extension de la forme quadratique q 28 CL(IR"), détermine un produit scalaire entre les champs Cliffordiens qui induit
par la suite un produit scalaire entre les champs des spineurs.

Pour m € IN, Q compact de G ; f: Q — CL(IR") de Classe C” On pose:

Q
[£]},c. = >_sup|
m,CL
xeQ

lo<m

o],

ol ” ”CL est la norme déduite du produit scalaire sur CL(IR").

oo Q . .
De méme, on définit une topologie sur CC ( G; S) de la méme facon par les normes ” ”m oL déduite du produit

scalaire sur S.
Ainsi ces métriques sur ces espaces nous permet d'imposer la définition des distributions:
Définition 0.1: Une forme linéaire T sur CZO ( G ,CL(ARM) (resp CZO ( G ; S) est une distribution si ses restrictions a

chaque compact Q de G , est continue au sens des topologies définies ci-dessus sur chaque espace correspondant.

Par suite, nous notons par D’ (G, CL(IRY), (resp D’ (G, S)) I'espace des distributions T sur CZQ ( G ,CL(IRY) (resp
CI(G:s).

Alors nous donnons la définition suivante :

Définition 0.2: Une distribution spinorielle 7 (resp Cliffordienne) est une distribution sur M =Spi“("”/spin<,)xspm)
invariante par K =Spin(r) x Spin(s), qui est a valeurs dans S (resp CL(IR")) et est solution propre de I'opérateur de

DiracD: DT +AT =0.

La détermination des distributions sur M conduit 2 la recherche des solutions distributions de 'équation D T = aT
qui sont invariantes par K _

Seulement les résultats qu'on va trouver dépendent de la métrique puisque les spineurs, et 1'opérateur de Dirac sont liés
a la métrique choisie. [3,7]
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L. Invariance de I'opérateur de Dirac:

Théorémel-1: L'opérateur de Dirac D est invariant par la représentation adjointe du groupe compact K .

Preuve : Soito € C? (Spin (p.q), CLUR"))

Vv x € Spin(r,s) ; o(x) = z (I)a(x)ea ol o = (0ly,...,0) avec 1< o< 0p<...< Op <n.
€

Vue K Ad@w)=R,0L,avecu=1u.u,.....uy.

Huj HCL =1;Vj, Ad)eg= (U . .. Uz)ea(U ts. .. Uz '=(-1)* Peg=e,.

Calculons:

D ad(w)d(x) = D (Z 0, (X)Ad(u)e,)
- D(Z o, (x)(uu,..u, e, (uu,..u,)")

=D(D_0,(X)e, Ze —(x) Do(x)

De méme :

Ad(u)DO(x)=Ad(u)D {Z 0, (x)e, }

0 00
= Ad(u) (; e a—xjd)(x)ea) =;g¢a(x)Adu(ejea

_ Z“%(x)(ul...u%)ejE:a(U,uz.--HZk)71
0x

] i

=;§_2(X)ee“( =3 q’(x)ee = Do(x)

D'ou D.Ad(u)=Ad(u)DVue K.

Corollaire 1-2: Si ¢ est un champ de vecteurs définis sur Spin(r,s) valeurs dans l'algebre de Clifford ou 1'espace des

spineurs bi-invariantes par K et solution propre de D. Alors Ad(u) ¢ pouru e K est encore solution propre de D pour
la méme valeur propre. [8,9].

I1. Champs de Clifford et champs de Spineurs solutions propres de 1I'opérateur de Dirac:

Théoréme 2-1: Soit ¢ un champ de Clifford (resp de Spineurs) de classe C™ défini sur Spin(r,s), a valeurs dans
CL®R"), (resp S). Alors on a:

(i) Si ¢ est une solution propre de 1'équation D¢ = A¢ ; alors ses composantes ¢, relativement la base de CL(IR")
(resp S) sont des fonctions propres pour 'opérateur de Laplace  associées 2 la valeur propre A2,

(ii) Réciproquement si les composantes ¢, d'un champ de vecteur ¢ de classe C™ sur Spin(r,s)  valeurs dans CL(IR")

(resp S) sont des fonctions propres relativement a O associées a la valeur propre A2. Alors il existe un champ de vecteur
y solution propre de I'équation Dy =Aw.

Preuve: Faisons la démonstration pour les champs Cliffordiens on a raisonnement analogue pour les champs de
spineurs.

(1): Soit ¢ : @ — CL(E) de classe C™ , L'opérateur de Dirac D appliqué 2 ¢ nous donne :
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d0

Do=>" (D =ee, =M. re IR
o j=1 an

Alors le produit eje, contient (Il + 1) ou (lal - 1) termes selon je o ou j& o

Ou a= (o, o,..., &) avec pe [I1, nl] de plus nous avons:

(a) ejee = (-1)Yeqe; si jea.
(b)eiea = (-1)""ese; si jea, avec lol=0L+00p+. .. +0k.

Alors on a:

Do = ZFB(X)%
B

Ou chaque fonction Fp est de la forme:

FB(X):Z-_F%

j
Pour chaque choix de signes * et pour chaque P fixé le o = a(j) est choisi. Ainsi v U {j} =B sije B oua=Pu{j}

si j €P. Alors D¢ = A si et seulement si les 2" fonctions numériques ¢, satisfont les 2" équations différentielles du 1¢
ordre déterminées par Fﬁ =A¢g. Ce systeme est équivalent:

0O¢, = A ¢, et par suite chaque @, est solution propre de O pour la valeur propre A%,
Réciproquement si 00y, = A0 = ¢ = A0,

Et alors le champ ¢ défini par y=Do¢ + Ao est solution de 1'équation:

Dy = AD¢ + 220 =Ay.

Exemple: Prenons l'espace IR™', muni du produit scalaire:

[X,y] = Xoyo -X1Y1...-XnYn-

L'espace hyperbolique réel de dimension n est 1'espace homogene M = G/K ot G est le groupe de Lorenz SOy(1, n)
(n=2) et K le groupe SO(n).

Le groupe SOq(1,n) est la composante connexe de l'identité du groupe SO(1,n) des transformations linéaires de IR™" de

B . . . . . 2 2 2
déterminant 1 laissant invariante la forme quadratique Q(x)= X; — X —...— X, .

Le groupe K=SO(n) est identifié au sous groupe de G des transformations laissant ox, fixe. L'espace M peut étre

. s 1 . e 2 2 2 2 _
identifié a 'ensemble des points (Xo, X1,...,X,) Vérifiant X; —X| —X;...— X = 1,%x,>0.

Nous identifions les fonctions sur M aux fonctions définies sur G invariantes a droite par K. Soit:
n
2
ue IR™' telsque uy=1, Zuk =1
k=1

C'est a dire un point de la sphere S de dimension (n-1), de centre a et de rayon 1, située dans I'hyperplan xo = 1.

Soit F la fonction définie sur le cone ouvert C = {xe IR™!/[x, u] > 0, X, > 0} #x) = [x, u]® (d'apres l'inégalité de
Schwarz on a [x,u]>0)

La fonction ¢ est homogene de degré (-o) et est solution de 1'équation O¢ = 0,
il en résulte que : O([x, u] %) + ofn — 1-o)[x, u] = 0 par suite la fonction ¢, défini sur M par:

Qo(X) =J x u] ™ duest solution de D@, + a(n - 1 - )¢, = 0 et est invariant par K. De plus @ (@) = 1. [13, 14]
-
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Proposition 2-2: Les solutions de O f+A, f=0 qui sont invariantes par K sont proportionnelles & @,
Une fonction f sur M, invariante par K ne dépend que de la distance r = r(a,x) de a a x. Pour une telle fonction,

I'opérateur O s'écrit:

- f
Of = (sho)™ —[(shr)"" d_]

dr dr
Les solutions de 1'équation différentielle:
Ldodf _ N
(shr)™ d—[(shr) d—] + Af =0, constituent un espace vectoriel de dimensionl.
r r

11 s'en suit, puisque:
Ao=hni1a = Pnia = Qo [13; 14]

Corollaire 2-3: Si ¢ : Spin(r,s) — CL(IR") un champ de vecteurs de classe C? et U € C; (Wy)aer une famille de
vecteurs unitaires de IR" tels que D¢ = nd : Alors chaque composante ¢, de @ relativement a e, est solution propre

Mg )

del, associe a la valeur propre p?2 et est de la forme C € ou C est une constante.

Preuve: Of, = u2¢, 0o(x) =C e(Wﬁ)(x) est solution propre de O si |l @w,l1=1.
Théoréme 2-4: Soit Q un ouvert de IR".

Soit ¢: Q — IR 'application de Q de classe C™ définie par:

@(x) = ch(} x|a) pour A IR", , a € S™" sphere unité de IR" .

Alors on a:

(1) @est une solution propre de O associe la valeur propre A° :

(2) Le champ de Clifford ¢ : Q— CL(IR") défini par : ¢ = A (I)lZL(IRn) + D¢ est une solution propre relativement

l'opérateur de Dirac D, associée la valeur propre A.
De plus ¢et y sont bi-invariantes par K = Spin(r) x Spin(s) [6, 7,9].

Preuve:

(1) 57(1) =Aa;sh(Ax|a)

J (|2) =M\a’ch(Ax la)
ox;

Oo=Allall*(x) pour ac ™, llall=1.

(2) Pour y =A0 + D¢
Dy =AD¢ + D*¢ , or D* =0.
=AD¢ + 220 = MDo + Ad) = Ay.

Théoreme 2-5: Soit 6 : Q — IR 1'application de Q de classe C™ définie par :
8(x) = sin(Axl a), e IR, ae S".

Alors on a:
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(1) 8 est une solution propre associée -A? relativement a1,
(2) Le champ de Clifford y = iA6.1¢r"+D6 est un champ de Clifford associé
a la valeur propre iA relativement a I'opérateur de Dirac D.
(3) 8 et y sont bi-invariants par K = spin(r) x Spin(s)

Preuve: Démonstration analogue au théoreme 1.
Corollaire 2-6:

Soit ®: Q — IR l'application de classe C™ sur Q définie par:
®(x) = ocos(Axla) +Psin(Axlb), A € IRi ;abe S™ B, ae IR
Alors on a:

(1)  est une solution propre de O associée -A?
(2) T =ilolc gr")+Do est un champ de Clifford solution propre relativement a D, associé a iA.

Théoréme 2-7: Soient (¢5)1-0 une famille de champs de vecteurs définis sur Q ouvert de IR", a valeurs dans CL(IR")-
module, solutions propres relativement a l'opérateur de Dirac D associé a la valeur propre A et H, un polynéme
harmonique spineur relativement D, DH,;,=0, homogene de degré m, a coefficients dans 'algebre de Clifford.

Alors on a:

(1) Le champ de vecteur y; = H,,,05, est solution propre relativement a D.
(2) Si y,Hy, sont bi-invariantes par K =Spin(r) x Spin(s) alors y; 1'est aussi.

Preuve:
¥, OoH 00
1) DH,, = 0, Doy = A0y , b mp +H —>
@ =M ox,  Ox, &+ H, ox,
s 4 2 oH L)
D¥Y. = ) e —2= e —™)d. +H e —*
= 2 g Qe GIN e

DY¥,=(DH, )¢, + H Adp, =AH ¢, =AY,

(2) Puisque D 0 Ad(k) = Ad(k).D et si H,, et ¢, sont bi-invariantes par:
K = Spin(r) x spin(s).

=\, sera bi-invariant, car Vi, j , k € [, nl] eiejex = exeie; .

IT1. Décomposition de 1'éspace des solutions propre de D:

N

Théoréme 3-1: Soient H,, un polyndme harmonique relativement O homogene de degré m, a coefficients dans
l'algebre de Clifford CL(IR"), et (¢3)x>0 une famille de champ de vecteur défini sur Q a valeurs dans CL(IR") ou S(IR")
solution propre relativement D associé a A alors on a:

(1) y= (DH,,) ¢, est un champ de vecteur solution propre D associé a A.
(2) De plus H,, et ¢, sont bi-invariantes par K = spin(r) x Spin(s) alors ; sera bi-invariant par K .

Preuve: Puisque D*= O dans I'espace euclidien et que OH,,=0 = D(H,,) € Ker D et si D¢y, =Ad.
= Dy, = (D*H,,),. + (DH,,)Dd; = ADH,. ¢ =Aw;.

Corollaire 3-2: Pour Ae IR:: ,me IN" fixés.
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Etant donné ((])[x:jj)oS j<m UN systeme de fonctions polyndmes homogenes de degré m-j, définies sur , a valeurs dans
CL(R")-modules, solutions propres relativement a I'opérateur de Dirac D, associée a la valeur propre A+j et (H))igcm+1

un systéme de polyndmes harmoniques relativement a2 O de degré j a coefficients dans CL(IR™).

Alors chaque polyndme P dans l'ensemble des polyndmes homogenes de degré m a coefficients dans CL(IR") solution
propre relativement a D peut étre écrit uniquement sous la forme:

m
A
P = Y DH, )P (x) s vxe o
=0
IV. Morphisme de revétement:

Lemme 4-1: L'homomorphisme ¢ du revétement du groupe spinoriel dans le groupe spécial orthogonal; est un
coordinateur entre 'ensemble des solutions.

propres de l'opérateur de Dirac qui sont définies dans SO(r,s) et I'ensemble des solutions propres pour le méme
opérateur mais qui sont définies dans le groupe Spin(r,s). [11, 12]

Preuve: ¢ : Spin(r,s) — SO(r,s).
a=aja...8 = 03 =03 0,,...0,,, , avec Gaj définit par:

2(x,a;)
—a

=-axa; dans CL(R")
q(a;)

‘v’erR“,caj(x)=x- j

Pour tout 1 <j<n et tel que a"a=1.
Pour f € C*(SO(r,s),E) ot E est un CLIR")-module.
Avec Df=Af ,Ae IR et Vg e SO(r,s)ona:
flw= Y b, (e,

o
oll ey = €ay €ay e €4 pOUT ISo <0 <...<0,<netby(g) e IR
Comme:

0

D= Y e —
Isi<n aXi

Df(g) = M(g), de plus on a : D(f 0 6,) = (Df) 0 G,.

Alors f 0 o, est une fonction définie sur Spin(r,s) et d'apres le théoreme de Dieudonné tout élément de SO(r,s) est
produit d'un nombre pair du type G,, nous avons D(f 0 6,) = A(f 0 ©,) et par suite f 0 G, est une solution propre de

D, définie sur Spin(r,s).

Proposition 4.2: Pour xe S™'. Alorson a :

n
(1) Le champ de vecteur x — x Pff(x) est une solution propre de O associé la valeur propre E + Z ; bi-invariant par

le sous-groupe K=SO(r) x SO(s).

n 1
(2) Le champ de vecteur ¢(x) = + §+Z . Pff(x) +D(x)Pff(x) est une solution propre de D associé la valeur

n 1
— + —, bi-invariant par K.
2 4
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0 1
Preuve: on sait que —— Pff(x) = 5 Pff(x)Tr(x'lej).

ox

i
(égalité dans l'algebre CL (IR", q), q forme quadratique de signature (n,0))

n a 1 n 4
DPff(x) = Z—Pff(x)ei = — Pff(x). ZTr(X e;)e,
j=1 axi . 2 =1

-1 X . n-1 N e
avecx = —— =X puisquex € S",q(x)=1x1l=1 ot (Il ll) est la norme euclidienne)

q(x)

. Xe. 1
Tr(x'ej) = Tr(—) =1 Tr(xe;), et :
q(x) q(x)

Xe; = Z xkekej

k=1
n

Tr(xe;) = Z x, Tr(e.e;)

k=1

1
DPff(x) = Z Z Ekar(ekej)ej.

1<j<n I<j<n

Comme (eye;) base orthonormée de I'algebre de Lie du groupe Spin (IR", q).

0si k]
TS =11 6 k=]

xPff(x) 1

Par suite DPff(x) = — X'IPff(X)= l xPff(x)
2q(x) 2 2

D(xPff(x)) = (Dx)Pff(x) +xD(Pff(x) = nPff(x)+ %Pff(x)

= (n+%)Pff(X) . (Puisque x* = q(x) = lIxI*=1).

et comme D*=0.

D |

1
D*(xPffx)=(n + l )D(Pffx) = (n+ 2 )

2

/ | / 1
Alors on constate que ¢(x) = % + Z xPff(x) + D(xPff(x)) = % + Z O(x)
Do(x) ,/n + ! D(xPff(x))+( ! )D(Pff(x))
X)= ,|—+— DxPf(x))+(n+— X)).
2 4 2

,/n+1< L i+ (n + L))
= ,|—+— (n+ =)+ Pf(x) + (n+ — X)).
2 4"y 2
,/n+1< L) biio + 0+ +) X b
= [—+— (+—). Pff(x) + (n + — ) — Pff(x).
D) )

La bi-invariance par K est due 2 la formule Pff('TxT)=det(T)Pff(x), VT € K

Ptf(x)

avec T=T etdet(T)=1. [6]
© 2011, IJMA. All Rights Reserved
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Proposition 4-3: Les translations 2 gauche et a droite des groupes K = SO(r) x SO(s) et K = Spin(r) x Spin(s)
respectivement sur SO(r,s) et Spin(r,s) sont de classe ckk>1.

Soit a0 € Clé (SO(r,s),S) ; (resp Clé (Spin(r,s), CL(IR")) invariante par K (resp K ):
Y()=aVye K;(respye K)

Alors il existe € M, S); (resp 6 € C]é (M ; CLARY)

unique, telle que si m (resp T ) désigne 1'application canonique de SO(r,s) sur

M ; (resp Spin(r,s) sur M )onaitn'p=a ; (resp (T " B = ).

Considérons l'opération de Dirac D opérant sur les espaces des champ de vecteurs de classe C™ sur M = SO(r,s)/SO(r) x
SO(s) ;

(resp M = Spin(r,s)/Spin (r) x Spin (s) a valeurs dans le fibre E un CL(M)-module, (resp le fibre H en CL(M )-
module).

D possede des valeurs propres discretes d'ordre de multiplicité finie.

Nous sommes intéressés a donner explicitement le spectre des distributions spinorielles sur M ; (resp M ) relativement
a D qui est lui méme déterminé par

le spectre des champs de vecteurs propres relativement D et qui sont définis sur M (resp M ). Ce spectre dépend de
celui de I'opérateur de LaplaceO. [2, 13, 1]

Désignons par N(A, SO(r,s),D) ; (resp N(A,spin(r,s), D) le sous-espace vectoriel de C: (SO(r,s),H) ; (resp COCO

(spin(r,s),H) des champs de vecteurs a valeurs dans H un CL(IR")-module, solution propre relativement a I'opérateur de
Dirac D associées 2 la valeur propre A et on note par la méme lettre 6* I'extension de I'homomorphisme de revétement

du groupe spinoriel, a une application de COCO (8O(r,s),H) dans COCO (spin(r,s),H). Alors on a :

Théoreme 4.4:

1.(a) 670 Ad(a) = Ad(a) 0 6" ; V a e SO(,s).
(b)ccoD=Dogc’
(¢) Si ¢ € N(A, SO(r,8),D) ) 6°d € N (A, spin(r, s),D)
(d) Si 0 € N (A, SO(r,s),D) alors ¥ = Do € N(A2, SO(r, s), )

2o’ 0=00"
(b) 6'N(A%, SO(r, s), O) « N(A2, Spin(r, s) , O)
(c) Si e N(A?, SO(r, s), O) alors on a ¥ = D+Ad € N(A, SO(r, s), D), [6]

Questions:

(1) Quelles sont les champs de vecteurs o de classe C™ définis sur SO(r,s), (resp. & sur Spin(r,s)) valeurs dans le

CL(IR")-module H, telles que Ad(k)a.=a, Vke K@respAd(k)a = a vk € K)

(2) Quelles sont les distributions spinorielles T ; (resp T ) éléments de C: (S8O(r,s),H); (resp C: (spin(r,s) , H ) bi-
invariantes par K = SO(r) x SO(s)

(resp K = Spin (r) x Spin(s)) ?

En général soit w : G — G/K La projection canonique posons f = o 7 avec
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fox T (x)dx = fsf(g)dg. Etendons I'opération f — f I'espace des distributions par:

Pour T € D'(G/K,H), on définit la distribution T sur G par : T(f) = T (f )

pour f e C{ (G, H) o f(gk) = fif(gk)dk, avec frdk=1.

Ainsi T est déterminée par ses valeurs sur l'espace C*(G/K,H).

Lemme 4.5:

Spin(r, s) = SO(r, s)
nl In

M —— M
Le diagramme est commutatif: 10 6= OG0T
Preuve: Pour u = a,a,...ay € Spin(r,s) , a; € IR", avec q(a) = 1
Ou q(a;) = -1 (avec un nombre pair figurant dans I'écriture de u).

cs(u):csalcsaz...cs2l2k ; n(calcaz...o )= calcaz...caZk.K

i
Alors ;C wW=u K =@ K)... ax K)

o(m(u)) = o(uk) _

ou K)= G, 04y--Cay K
Corollaire 4.6: Pour T € (D'(M,H) ou H est un CL(g)-module, on associe la distribution T e D’(M , H ) définie
par:T ° (H)=T(fo O);VTeDM,H) ou H estun CL(§2)-module avec £ et O les algebres de Liede Met M .

Théoréme 4.7: Les champs de vecteurs définis sur M a valeurs dans CL(IR")-module solutions propres relativement
a l'opérateur de Dirac et qui sont K -invariants, sont les multiples des champs de vecteurs.

e K)= I@ U(k) e™PHENK oe G, A e a’, a"= dual de l'algebre de Lie du sous groupe abélien de G .

b= 3 m, )

aeAt

avec my = dim g,, U est un élément de CL(IR")-module, dk = mesure de Haar normalisée sur K .

V. Distributions spinorielles:

Définition 5.1: Si T est une distribution définie sur l'espace C*( M , H ) On définit la distribution D 7" par:
DT (=T (D'¢),Voe C°(M ,H)

Comme D" =D (auto-adjoint).

(O (T)(@) =(T D9)

Corollaire 5.2: La détermination des distributions spinorielles 7", dépend de la détermination des solutions propres de
I'équation D¢ + Adp =0

Preuve: Comme (D7 )(¢) = T (Do) et si D¢ = po

Alos T D9)=T @o)=p T @ =0 T )®)
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Par suite (D 7" - p T )(¢) = 0 comme ¢ est non nul comme champ de vecteurs défini sur M 2 valeurs dans CL( @ )-

module par conséquentD T -n T = 0

Alors les distributions spinorielles sont déduites des fonctions propres de 'opérateur de Dirac. Désignons par C°C°
(SO(r; s);H)
I'espace vectoriel des champs de vecteurs définis sur SO(r,s)de classe C™ 2a valeurs dans H un CL(IR"-module 2

support compact, (resp les restrictions de D et O a cet espace). [26, 8, 9]

Théoréeme 5.3:

Soitw € C: (SO(r,s),H) bi-invariante par K = SO(r) x SO(s) et solution de 1'équation D8 + AB = O .

Alors o est aussi solution de 00 + ub = O avec pu=-A2

Réciproquement si o est solution de 060 + u6 = O, alors DO + /—L( est solutionde DO + A0 = O .
De plus par dualit¢t ona: SiTe D’ (CDCQ (SO(r, s),H) bi-invariante par K et solution de DT+AT= O .

Alors T est aussi solution de OT + uT = O avec p=-A2

Réciproquement si T est solution de OT + uT = O Alors T ++/ —}.LT est aussi solution de DT + AT =0 .

Preuve: La démonstration est basée sur le théoreme précédent, sur I'autoadjonction des deux opérateurs et sur leur
relation, d'ou :

Théoreme 5.4: 11 existe une relation intime entre les distributions spinorielles et les distributions sphériques qui est due

a l'intime relation entre I'opérateur de Dirac D et 1'opérateur de Laplace O : D?=0. [8,5,12,16]
Remarques:

Nous allons généraliser ceci dans le cas des distribution T définies sur SO(r,s) bi-invariantes par K = SO(r) x SO(s) et
qui sont solutions de 1'opérateur de Dirac D:

(1) DT + AT = 0 et les distributions 7T  définies sur spin(r,s) bi-invariantes par le groupe K = spin(r) x spin(s) solutions
propres de l'opérateur D:

DT +uT =0.
(2) Pour déterminer les distributions spinorielles (resp. Cliffordiennes) il suffit de déterminer les solutions de 1'équation

Do + Aw = 0 ol @ est un champ de vecteurs de classe C™ défini sur SO(r,s), et qui a valeurs dans un CL(IR")-module,
car on a:

DT(w) = T(Dw). Alors DT+AT = 0 ) = T(Do + Aw)=0

D'autre par A chaque champ de vecteurs o sur SO(r,s) correspond un champ de vecteurs 6" défini sur spin(r,s), appelé
image transposée de o par G et comme D commute avec G . Alors on a la:

Proposition 5.5: Si T est une distribution spinorielle définie sur spin(r,s).
Alors 6 T est une distribution spinorielle définie sur SO(r,s):
6T [0]=T [c 0]

Proposition 5-6 : Pour

=~ 0
D=;eia—xi

[.2 2 -
posons p = lIxll =4/X; +...+ X ; (norme euclidienne)
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1 n

I=— (Z X,e;)
p i=1

Alors D admet la décomposition suivante:

1
D =Dy - —Dgpn pour p #0 tels que on a :

d
(i) Dy = Z ee;(X;z——X;5)

J
I<i<j<n aX

est 'opérateur de Cauchy-Riemann sphérique.
1 d
(i) Dag = — Y X,(5—)
p= axi
est I'opérateur de Cauchy-Riemann sphérique radial.

Preuve:

1 4
X ox, = X,

OuR=0car:
J d
2R Zze ek(XinK—Xing)zo

i=1 1¢J izk j

Probléme 5.7: Est ce que la décomposition de l'opérateur de Dirac en partie radiale et partie sphérique nous aide a la
détermination explicite du spectre de l'opérateur de Dirac D lorsque celui ci est restreint a 'espace des polynomes
homogenes de degré k.

VI. Noyau de Green de 1'opérateur de Dirac:

1 —(n-2)
Proposition 6.1: Soit I, 1a fonction de Green de I'opérateur de Laplace O définie par : I'y(x) = —||X|
® (2—n)
Vn > 2, ol @, est l'aire de la surface de la sphére unité de (IRl Il) o Il Il la norme euclidienne.
! L
~—Log([|x[)
Lx)= <7

Alors le champ de Clifford K, = DI, est une solution fondamentale relativement a D (harmonique spineur) ; homogene
de degré (1-n), invariant par le groupe spinoriel Spin (n). [17, 23, 26, 19]

Preuve:
1

(1-n)o,
T (x) =

1 .
ﬁLog(”x”) Sl X # OIRZ

si x#0 n>2

IRn+l ?

n-1
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1
Kon (0= — 71— six# 0"’
L (Ix
a n n-2 a
— X c. nx.x
Comme (”X )= nx; ”X puis —( )=—"- .
n n n+2
ox, J
1 L N B

vu que x° = lIxII* dans CL(IR") par suite:

X X .
D = _
PR TR

[x

n-2

=0

n 2
=0

Par suite DI',,; = K1, nous remarquons que K, joue le réle du noyau de Cauchy pour les fonctions harmoniques

spineurs relativement a l'opérateur de

Dirac D et qui peut étre utilisé via la projection stéréographique pour construire un spineur de Witten.

VII. Espace des polynémes CL(IR")[t;, t;...,t,] bi-invariants par le groupe

Soit Pe CL(RM[ty, ty,...; t,] ; Ng={1,2, ... ,n}, p e IN\{0,1}

o
Pty b, ...i L) = Z a,t

acNg

ol 4 O &
avec aq € CL(IRY, t* = " t;%...t 7
o= (0, Oly,..., Op) avec 1 <ol < O < ... <O, <nlal =0y + 0, + ...+

20= D Aypeyrhyy € IR etB=(By B, Bu)

PeNg
Désignons par CL K (IRM[ ty, ta, ..., t,]

= (Pe CLARY[t,, ton.... t,] / Yk € K : Ad(K)P = P}
AdIOP(, bty = D, Ka kT

acNg

K = spin(r) x spin(s):

. . -1 _ _ . . N
Pour cela, il suffit de calculer kack™, avec k = €y €y, Bk =€y € K, ce qui revient a calculer (67165 "'esz)'eB'( ey €y,

-1 . .
...eyzk) . On sait que:

jeB=ee, = (—1)‘3‘71%6j

jgB=ee; = (—1)‘5‘%(—3j

On en déduit que : ejep = ege; si 1Bl pairj ¢ B
ejep = - epe; si Il pair je B

ejep = - epe; si Il impair j ¢ B

ejeg = ege;j si Ifl impair je B [9, 10]

Par Conséquent:

Calculons keg = e,eg = ey1ey2 ...p1.Cp, €3, --- €p
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1% cas: Si By = ¢ = kep = keg = kegk '=e

28™ cas: Si By # ¢ soit £ card(By) =kep= (-1)P"
Par suite keﬁk’] = (—1)”3"E eﬁkk’I =(-1) Bt ep-ep si IBI-L est pair.
Par suite IBI=[2], donc Bl et £ ont méme parité D'ol :

Lemme 7.1: CL R (IRM[ty, t, ..., t,] est constitué des polynémes définis par:

o
P(t), b,..., t,) = Z a,t

acNg
telsque Vke K ,k=e, = €y &y, -8y avec Ad(k)P=P si et seulement si on a l'une des cas suivants satisfaits:

(i) Bryy = ¢ ot
(ii) Py # ¢ car card(Byy) = £ avec IBl et £ ont méme parité.
VIII. Anti-involutions sur 1'algébre de Clifford CL(IR"):

On sait que 1'algebre de Clifford CL(IR") est isomorphisme a I'algébre End(S) des endomorphismes de I'espace des
spineurs S et qu’a un produit scalaire pseudohermitien sur S est associe sur CL(IR") ;

l'opération d'adjonction qui est une anti-involution de l'algebre de Clifford

CL(IR").

Réciproquement, pour toute anti-involution o sur l'algébre CL(IR") on définit une forme quadratique (, sur CL(IR")

par:

Vu e CL(IR);
q, (W) =2"Tr[l(u) Lu™)] = 2" Tr[L(u™)t(w)]

q,, (u) est aussi la composante I'unité de u®u dans une base (e;) de CL(IR"). En particulier si o = 1 I'anti-involution

principale de CL(IR"). qui laisse invariants les éléments de IR".

Alors (, est une extention de la forme quadratique q sur IR".

De pluson a: 4 (gu)=2"Tr("u" g' gu) = 4 (u)= 4 (ug), Vg € spin(r, s). D'ou :
Théoreme 8.1:
(1) Les représentations linéaires de Spin(r,s) par translations gauche, droite ou automorphismes intérieurs de (CL(IR"),

(., ) sont orthogonales.

(2) q,est bi-invariante par spin(r,s)

(3) 1l existe ug € CLR") tell que a0 = Ad(up) 0 T, avec T (ug) = Ug, ou T (Ug) = ugest déterminé a un facteur scalaire non
nul pres.

Preuve: Il suffit de montrer uniquement 3) ; d'aprés le théoréme de Skolem-Nother la composée ot de deux anti-
involutions est un antomorphisme intérieur de CL(IR"):

Pour x € CL(IR") ; x** = vxv™' puisque 7 = Id¢y (rn).
X% =x"" = (x*) = (xv ™) "= (V) X" = ug" X" ug en posant ug=v".

Exprimons que o est aussi une involution

x=x""= (uo-lxruo)u = Uou(XI) ¢ (Uo_l)u= 110_1 U’ ug 110_l X Ug 110-1 (110-1)T Up = Uo_1 llor?i(u(f1 uy’ )_l .
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Cette égalité exprime que U, x* commute avec tous les éléments x de CL(IR") et comme CL(IR") est centrale, c'est un
scalaire inversible A.1cprn)-

D'oil ug" = Mg . Si A = #1 le théoréme est déterminé. Si non u; = ug + up’ = (1 +A)u, est T-symétrique et x* = u™; x" u;.
De plus, si l'on a vixv =uy! x*u; V x € CL(IR)

I en résulte que v'ug est un scalaire et que v = Aug; # 0.

Corollaire 8.2:
(1) Soit o une anti-involution sur CL(IR") qui s'écrit : Vx € CL(IR") ;
x%=ug ! X"ug

uy est la matrice d'une forme hermitienne non dégénérée sur S l'espace des spineurs dont o est précisément 'opération
d'adjonction.

2) Qo 9e sur CL(IR").

Preuve: Vx € CL(IR"), (~1Oc (x) = 2" Tr(0(x*)£(x)) or x* = u;l XUy =
1) = €Uy L)° Eug).
0x%) 000= € (ug") 0 € (o) L(x).
Par suite 0y (x) = 2 Tr[0(Ug )IX)° L(ug) LX),
= 2"Tr((x") L(x)) = (~lr ).

IX. Invariance de la valeur propre de I'opérateur de Dirac tordu:

Soient v l'automorphisme principale de CL(IR") prolongement de -Idig" qui induit la décomposition de CL(IR") = CL,
( IRM®CL.( IR"), p l'isomorphisme d'identification de CL(IR") et End(S) ,(avec IK le corps IR,C,IH) (appelée la
représentation spinorielle définie par:

p : spin(r,s) — End(S)
u—>Lu):S—>S
X — ux

On constate que p et p 0 v sont équivalentes par conséquent il existe un isomorphisme 7y de S tel que y* = -Ids et que
Yei + eiy=0pouri=1,2, ..., n, et que préserve le type de spineurs. [32, 25].

Proposition 9.1:

(1) L'opérateur de Dirac modifié D' = YD préserve le type du champ de spineurs et la valeur propre correspondante de
'équation D'y = Ay pour ¥ un champ de spineurs.

(2) SiD'= (lCL(IRn) +Y)~D~(1CL(IRH) + 'Y)—l et si D\lf = 7\1'! alors D'q) = 7\.¢ si q) = (1+'Y)W

Théoréme 9.2:

Le morphisme de revétement universel du groupe SO(r,s) induit un morphisme O entre l'ensemble des caracteres

SO(r, S)SO(r; s) et spin(r, s) . De plus O est bi-invariant par K = SO(r) x SO(s).

Preuve: ¢ : Spin(r,s) = SO(r,s) ;

qui induit le morphisme O : SO(r, S)% spin (r, S) défini par:
vy € SO(r, S), V g € Spin(r,s)

G ((g) =x(c(g)) ol 6(g) = u™'gu pour ue Spin(r.s).

De plus ¥V k € SO(r) x SO(s).

Ad(k) © (0)(2) = AdK)x(c(2)) = x(k"'o(2)k)

= ¢ (k" (u' gu)k) = x((uk) "' g(uk)) = %(2) = x(c(g)) = c ()
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Corollaire (Invariance des valeurs propres) 9.3:

L'opérateur de Dirac tordu D’ = yD préserve les distributions spinorielles T définies sur Spin(r,s), a valeurs dans
l'espace des spineurs S, bi-invariantes par K, solutions propre relativement I'opérateur de Dirac D.

SiD'= (1CL(IRH) + 'Y)'D(ICL(IRH)'F 'Y)—l et DT = AT alors D’Tl = )\'Tl si T1= (1 + 'Y)T

Preuve: Pour tout y € C: (G ; S) bi-invariante par K telle que Dy =Ay, d'aprés prop 9.1 D’y =Ay.
alors D'T (W) = T(D'y) = T y) = T (M) = AT () d'ot D'T = AT.

(2) Raisonnement analogue a 1):

Corollaire 9.4:

Pour D’ = 9D, alors0’ = D’? = -0 Si T une distribution sphérique définie sur le groupe Spin(r,s) bi-invariante par
Spin(r)xSpin(s) solution propre relativement a I'opérateur, associée 2 la valeur -A%. Alors la distribution 7T définie sur
Spin(r,s) par : T =-D’T + AT est une distribution spinorielle solution propre

relativement 1'opérateur de Dirac tordu D' associée la valeur propre -A, bi-invariante par 7 .

Pour D'= (1 +y)D( + y)‘1 ,alors’ =D’ =00.

Si T est une distribution sphérique définie sur le groupe Spin(r,s), bi-invariante par Spin(r) x Spin(s) solution propre

relativement a O , associée 2 la valeur propre A%,

Alors la distribution 7 = D’T + AT est une distribution spinorielle solution propre relativement 2 l'opérateur de Dirac
tordu D' associée a la valeur propre A, bi-invariante par ce groupe Spin(r) x Spin(s).

Preuve:
(1) Puisque e; + e;y= 0 pouri= 1, 2, ..., n, alors YD = -Dy etd’ = -0 par suite si OT =-A’T pour T =-D’T + AT =
D'T = D’T+AD'T=-AT+AD'T=-MAT-D'T)=-AT.

La bi-invariance de T par Spin(r) x Spin(s) est une conséquence de l'invariance de D par la représentation adjointe de
K.

(2)Pour D’ = (1 +y)D (1 +y)", alors0’ = D*? =0, Si OT = A’T = T = D’T +AT est une solution propre relativement
a l'opérateur de Dirac tordu D' car D’ T = D’(D’T +AT) = DT +AD’T = T +AD’T = MD'T +AT) = AT .

X. Antiinvolutions de CL(IR") et distributions Cliffordiennes et distributions spinorielles:

Théoréme et définition 10.1:
Soient ¢ un champ de Clifford défini sur G = spin(r,s) bi-invariant par:
K = spin(r) x spin(s) et ff une anti-involution de (CL(IR").

Alorson a :
¢ est a-biinvariant par K .

L'opérateur de Dirac D vérifie 1'égalité suivante.

Vke K,ok)oD=Do ok).
De plus si ¢ est solution propre relativement a D alors ¢ est solution propre de 1'opérateur de Dirac tordu ai(k) 0 D V ke
K pour la méme valeur propre.

On dit que ¢ est a-radiale lorsque ¢ est a-biinvariant par K .

Preuve:

(a)vke K,vVxe G.

q)(k'lxk) = 0(x), on sait que d'aprés le théoréme de Skolem-Nother alors il existe u € CL(IR") tel que VYx € CL(IR")),
o(x) = u't (x)u=Ad(u) o 7T (x) ol ol(u) =u ou ou) = -u.

par suite q)((x(k")xoc(k)) =¢(x)
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(b)Vke K,Ad(k)oD=D o Ad(k)
par suite ou’k) 0 D = Ad(k) o to D =D o Ad(k) ot =D o (k).
d'ott D est a-biinvariant par K

Corollaire 10.2:

La bi-invariance d'un champ de Clifford déni sur le groupe spinoriel Spin(r,s) ne dépend que I'anti-involution principale
T de l'algebre de Clifford. Autrement dit elle est indépendante de toute anti-involution de CL(IR") autre que 7. D'ou la
nécessite de poser la définition suivante :

Définition 10.3:

Soit ¢ € C” (G ,CL(IRY) ; (resp C* (G ,9)) ; on dit que ¢ est T-sphérique Cliffordien (resp spinoriel) si ¢ est un
champ de Clifford (resp de spineurs) T-biinvariant par K solution propre de I'opérateur de Dirac D. Par conséquent il
existe un caractere ¥, déduite d'une représentation du groupe spinoriel a valeurs dans I'algebre C”(G ,CL(ARY) (resp
C*(G .S)) telle que on a:

Do(x) = %o(x)9(x) pour tout x € G .

Remarque 10.4:
Si ¢ est T-sphérique Cliffordien (resp spinoriel), alors ¢ est aussi o-sphérique Cliffordien (resp spinoriel) ; pour toute
anti-involution o de CL(IR").

L'ensemble le (G ,CLARM),(resp Dé (G ,S) des distributions Cliffordiennes (resp spinorielles) dénies sur G , 1-

biinvariantes par K, solutions propres de l'opérateur de Dirac D, est constitué des champs de Clifford (resp de
spineurs) T-sphériques.

Selon Harish-Chandra les fonctions sphériques dénies sur G = SO(r,s) biinvariantes par K = SO(r) x SO(s) solutions
propres de l'opérateur de Laplace sont données par la formules intégrale suivantes (a un facteur scalaire multiplicatif
pres):

Théoréme de Harish-Chandra 10.5:
Les fonctions sphériques relativement O dénies sur M = G/K sont du type:

ou(gk) = J e M PHEGK pour ge G = SO(s), K = SO(r) x SO(s),
K

p = demi-somme des racines positives avec leur ordre de multiplicité, , A € a'c

(le complexifié de 'algebre de Lie du sous-groupe abélien du groupe SO(r, s)).
Preuve [voir 23, 24, 14].

Corollaire 10.6:
Les champs de Clifford dénis sur M = SO(r,s)/SO(r)x SO(s) T-sphériques (relativement 1'opérateur de Dirac D) sont du

type:

yi(gK)= I [}\’e(ix—p)(H(gk) + De(ik—p)H(gk)]dk
K

Preuve:

. . L i(A-e)(H(gk
Pour la démonstration [voir 24, 23], de plus on a pu permettre Jx et D car K compact et I'application k — gl oEd

et ses dérivées partielles sont intégrables car elles sont continues sur un compact donc bornées on peut appliquer le
théoréme de dérivation sous le signe J.

Corollaire 10.7:
Si ¢ est un champ de Clifford défini sur le groupe SO(r,s) bi-invariant par K=SO(r) x SO(s), valeurs dans CL(IR")
solution propre relativement 'opérateur de Dirac, associé la valeur propre A.

Alors 60 ¢ est un champ de Clifford défini sur Spin (r,s) bi-invariant par K = Spin(r) x Spin(s), solution propre
relativement a D pour la méme valeur propre.
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De plus 6* 0 ¢ est solution propre de O associé 2 la valeur propre A%
Preuve:

V x e SO(rs), Vk e K=S0(r) x SO(s)
(Ad(K)O)(x) = (¢ 0 Ad(K))(x) = o(k'xk) = O(x)
Do(x) = M(x).

Vg e Spin(r,s) G* 0 0(2) = &(6(g)), pour tout K e Spin(r) x Spins)

Ad(K )0 oo =0t 0 ok gk )=o(e(k  gk))

=oo(K ool K ) =o(o(@) = % 0 o).

Do* 0 ¢(g) = D§(o(g)) = Mp(c(g)) = Ac* 0 ¢(g).

comme O = D on en déduit que O (6* 0 ¢) = A2(6* 0 ¢).

Remarque 10.8:

o* est un coordinateur entre les champs de Clifford t-sphériques définis sur SO(r,s) et les champs de Clifford t-

sphériques définis sur Spin(r,s).

Proposition et Dénition 10.9:
(1) Soit T € D;( (SO(r,s), CL(IR")) solution propre relativement a 'opérateur de Dirac D, associée a la valeur propre

A. Alorsona:

(a) o*oT est une distribution Cliffordienne (élément de Dé (Spin(r,s),CL(IR™) distribution Cliffordienne solution

propre de D pour la méme valeur propre A appelée distribution (t,D)-sphérique de Clifford sur spin(r,s)).

(b) De plus 6* o T est une distribution Cliffordienne solution propre relativement a O (appelée distribution (t, O)-
sphérique de Clifford sur SO(r,s)).

(2) Réciproquement si T D% (SO(r,s) , CL(IR")) solution propre relativement 1'opérateur Classociée a 2. Alors on a:
(@oc*oTe DE (SO(1,5), CL(R™) solution propre relativement &2 0 pour la méme valeur propre A’, appelée

distribution (tr, O)-sphérique de Clifford sur SO(r,s).

(b) De plus DT + AT et 6*o (DT+AT) sont des distributions de D;( (SO(r,s), CL(IR") solution propre relativement D
pour la valeur propre A, appelée distribution (t,D)-sphérique de Clifford sur SO(r,s).

Preuve: L'opérateur de Dirac est autoadjoint relativement au produit scalaire déduit de la forme quadratique g, sur
CL(IR"):

Pour ¢, ¥ € C_ (SO(r,s), CL(IRM) on a: < ¢, ¥ > = [ Tr[o(x)P*(x)]dx.
Te D, (SO(, s), CL(IRY) telle que DT = AT par suite:

D(c* 0 T)(A) = DT(¢ 0 6)=AT($ o 6) = M(c* o T)(¢) par suite:
D(6* 0 T) = M(c* o T).
Comme O = D*= O (6* 0 T)(¢) = D*(c* o0 T)(¢)

=1%(c* 0 T)(9).
= 0O(*oT)=2%c*0T)

2)SiTe D;< (Spin(r, s) , CL(IR")) solution propre relativement & OI:

OT = A°T on a D(DT + AT) = A(DT+AT) par conséquent on a:

D[c* o (DT + AT)] = A[c* o (DT + AT)].
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Exemple (construite par Gelfand-Naimark):

Soit 7 une représentation unitaire pour le groupe spinoriel = (G a valeurs dans 1'espace des spineurs S, la fonction dénie
sur G par 0(x) = (uln(x)u) ol u est un champ de spineurs unitaire cyclique invariant par K, ¢ est sphérique
relativement O alors on peut déduire un champ de spineurs (1,D)-sphérique relativement a D et par conséquent une
distribution spinorielle T-sphériques sur G, en utilisant la proposition précedente.

A la mémoire de mon éminent Professeur Mr. Malliavin
C'est avec une peine inconcevable que I'image de mon professeur ne cesse de hanter notre mémoire.

Mr. Malliavin a en effet toujours concrétisé pour moi l'image pure d'un homme parfait aux qualités innombrables. J'ai
toujours admiré en lui 'esprit de la générosité et la disposition a servir les autres et particulierement ses disciples.

Et c'est pour toutes ces raisons que je me sens aujourd'hui obligé de remémoriser 1'image de mon cher Professeur et je
dois me recueillir face & son ame souhaitant qu'il soit entouré par la bénédiction divine qu'il mérité.
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