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AABBSSTTRRAACCTT  
LLeett  RR  bbee  aa  ccoommmmuuttaattiivvee  rriinngg  aanndd  lleett  𝛤𝛤((𝑧𝑧𝑛𝑛   ))  bbee  tthhee  zzeerroo  ddiivviissoorr  ggrraapphh  ooff  aa  ccoommmmuuttaattiivvee  rriinngg  RR,,  wwhhoossee  vveerrttiicceess  aarree  nnoonn--  
zzeerroo  zzeerroo  ddiivviissoorrss  ooff  𝑧𝑧𝑛𝑛   ,,  aanndd  ssuucchh  tthhaatt  tthhee  ttwwoo  vveerrttiicceess  uu,,vv  aarree  aaddjjaacceenntt  iiff  nn  ddiivviiddeess  uuvv..  IInn  tthhiiss  ppaappeerr,,  wwee  hhaavvee  aannaallyyzzeedd  
tthhee  mmaaxxiimmuumm  nnuummbbeerr  ooff  zzeerroo  ddiivviissoorr  ggrraapphh  𝛤𝛤((  𝑧𝑧𝑛𝑛)),,  wwhheerree  𝑛𝑛  iiss  aa  ppoossiittiivvee  iinntteeggeerr,,  bbyy  ssttuuddyyiinngg  iittss  pprrooppeerrttiieess  aanndd  
ssttrruuccttuurree  aanndd  tthheerreebbyy  ddeeccoommppoossiinngg  iitt  iinnttoo    aa  ffiinniittee  nnuummbbeerr  ooff  ppaatthhss  aanndd  ccyycclleess,,  wwhhoossee  ssuumm  ooff  tthhee  vveerrttiicceess  iinn  tthhee  ccyyccllee  
aarree  eeqquuaall  wwhheerree  ddeeccoommppoossiittiioonn  iiss  aa  sseett  ooff  ssuubbggrraapphhss  HH11,,……HHkk  tthhaatt  ppaarrttiittiioonn  ooff  tthhee  eeddggeess  ooff  GG..  TThhaatt  iiss  ffoorr  aallll  ii  aanndd  jj  iiss  

𝐻𝐻𝑖𝑖   11≤≤𝑖𝑖≤≤𝑘𝑘 == 𝐺𝐺   aanndd  𝐸𝐸 𝐻𝐻𝑖𝑖     ∩∩ 𝐸𝐸 𝐻𝐻𝑗𝑗   == ∅∅..  
    
KKeeyywwoorrddss::  CCoommmmuuttaattiivvee  rriinngg,,  ZZeerroo  ddiivviissoorr  ggrraapphh,,  DDeeccoommppoossiittiioonn,,  CCyycclleess..  
  
  
  11..  IINNTTRROODDUUCCTTIIOONN  
  
LLeett  RR  bbee  aa  ccoommmmuuttaattiivvee  rriinngg  aanndd  lleett  ZZ((RR))  bbee  iittss  sseett  ooff  zzeerroo--ddiivviissoorrss..  WWee  aassssoocciiaattee  aa  ggrraapphh  ΓΓ((  RR))..  ttoo  RR  wwiitthh  vveerrttiicceess  
ZZ((RR))∗∗ ==   ZZ((RR))   −−   {{00}},,  tthhee  sseett  ooff  nnoonn--zzeerroo  zzeerroo  ddiivviissoorrss  ooff  RR  aanndd  ffoorr  ddiissttiinncctt  xx,, yy  ϵϵ  ZZ((RR))∗∗ ,,  tthhee  vveerrttiicceess  𝑥𝑥   aanndd  𝑦𝑦  aarree  
aaddjjaacceenntt  iiff  aanndd  oonnllyy  iiff    xyxy  ==   00  [[11,,  22,,  55,,  66]]..  TThhrroouugghhoouutt  tthhiiss  ppaappeerr,,  CCoonnssiiddeerr  tthhee  ccoommmmuuttaattiivvee  rriinngg  RR  aass    zznn ..  aanndd  zzeerroo  
ddiivviissoorr  ggrraapphh  ΓΓ  ((RR))  aass  ΓΓ((  𝑧𝑧𝑛𝑛))..    IInn  tthhiiss  ppaappeerr  wwee  aarree  aabboouutt  ttoo  ddeeccoommppoossee  [[33,,  44,,  77,,  88]]..  tthhee  zzeerroo  ddiivviissoorr  ggrraapphh  iinnttoo  ppaatthhss  
aanndd    ccyycclleess  wwhhoossee  ssuumm  ooff  tthhee  vveerrttiicceess  iinn  tthhee  ccyyccllee  aarree  eeqquuaall  ..  PPrroobblleemmss  ooff  tthhiiss  ttyyppee  aarree  nnoott  oonnllyy  iinntteerreessttiinngg  iinn  tthheeiirr  oowwnn  
rriigghhtt,,  bbuutt  aallssoo  hhaavvee  ppootteennttiiaall  aapppplliiccaattiioonnss  iinn  ccoommmmuunniiccaattiioonn  aanndd  sswwiittcchhiinngg  nneettwwoorrkkss..  SSoommeettiimmeess  iitt  iiss  ddeessiirraabbllee  ttoo  
ddeeccoommppoossee  aa  ccoommmmuunniiccaattiioonn  oorr  sswwiittcchhiinngg  nneettwwoorrkk  iinnttoo  ppaarrttss  ooff  cceerrttaaiinn  ssppeecciiffiieedd  ttyyppeess..    
  
DDeeffiinniittiioonn  11..11::  AA  ggrraapphh  GG  iiss  ddeeccoommppoossaabbllee  iinnttoo  HH11;;  HH22;;  ::  ::  ::  ;;HHkk  iiff  GG  hhaass  ssuubbggrraapphhss  HH11;;  HH22;;  ::  ::  ::  ;;HHkk    ssuucchh  tthhaatt  

11..  eeaacchh  eeddggee  ooff  GG  bbeelloonnggss  ttoo  oonnee  ooff  tthhee  HHii’’ss  ffoorr  ssoommee  ii  ==  11;;  22;;  ::  ::  ::  ;;  kk;;  aanndd  
22..  IIff  ii  ≠≠  jj,,  tthheenn  HHii  aanndd  HHjj  hhaavvee  nnoo  eeddggeess  iinn  ccoommmmoonn..  

  
DDeeffiinniittiioonn  11..22::  LLeett  GG  aanndd  HH  bbee  ttwwoo  ggrraapphhss..  AA  ggrraapphh  GG  iiss  ddeeccoommppoossaabbllee  iinnttoo  HH’’ss  iiff  eeaacchh  ooff  tthhee  HHii’’ss  iinn  tthhee  ddeeffiinniittiioonn  
aabboovvee  iiss  iissoommoorrpphhiicc  ttoo  HH..  
  
22..  DDEECCOOMMPPOOSSIITTIIOONN  OOFF  ZZEERROO  DDIIVVIISSOORR  GGRRAAPPHH  
  
TThheeoorreemm  22..11::  FFoorr  aannyy  pp >> 33,,  ΓΓ((  𝑧𝑧33𝑝𝑝))  ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  ((pp −− 11))//22cc44 ..  
  
PPrrooooff::  TThhee  pprrooooff  iiss  bbaasseedd  oonn  iinndduuccttiioonn  oovveerr    pp..  
  
CCaassee--((ii))::  WWhheenn  pp == 55,,  
TThhee  vveerrtteexx  sseett  ooff    ΓΓ((  𝑧𝑧1515))   == {{33,,55,,66,,99,,1010,,1212}}..  TThhaatt  iiss  ||𝑉𝑉((ΓΓ((  𝑧𝑧1515))))|| == 66..  LLeett  𝑢𝑢 == 33  aanndd  𝑣𝑣 == 66  tthheenn  1155  ddooeess  nnoott  
ddiivviiddee  𝑢𝑣𝑢𝑣..  TThheenn  tthheerree  iiss  nnoo  ppaatthh  bbeettwweeeenn  𝑢𝑢  aanndd  𝑣𝑣..  SSiimmiillaarrllyy,,  aannyy  ttwwoo  vveerrttiicceess  wwhhiicchh  aarree  mmuullttiippllee  ooff  33  aarree  nnoonn  aaddjjaacceenntt..    
  

CCoorrrreessppoonnddiinngg  AAuutthhoorr::  VV..  RRaajjaakkuummaarraann**11,,  
11PPaarrtt  ––  TTiimmee  RReesseeaarrcchh  SScchhoollaarr,,  BBhhaarraatthhiiddaassaann  UUnniivveerrssiittyy,,  TTrriicchhyy,,  IInnddiiaa  
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LLeett  xx == 55  aanndd  yy == 1515  tthheenn  1155  ddiivviiddeess  bbootthh  uxux  aanndd  uxux..  CClleeaarrllyy,,  uxux  aanndd  uyuy  aarree  aaddjjaacceenntt..  TThheenn  VV((ΓΓ((  zz1515))))  ccaann  bbee  
ppaarrttiittiioonneedd  iinnttoo  ttwwoo  ppaarrttss  vv11   == {{55,,1010}}..      aanndd  vv22   == {{33,, 66,, 99,, 1212}}..  CClleeaarrllyy,,  ΓΓ((  zz1515))  ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  ttwwoo  cc44 ..  TThhaatt  
iiss,,  {{33,,  55,,  1122,,  1100,,  33}}  aanndd  {{99,,  55,,  66,,  1100,,  99}}..  SSiinnccee,,  55,,  1100  aarree  tthhee  ccoommmmoonn  ppooiinnttss  iinn  bbootthh  tthhee  ccyycclleess..  TThhiiss  ccyyccllee  iiss  cchhoosseenn  iinn  
ssuucchh  aa  wwaayy  tthhaatt  tthhee  ttoottaall  vvaalluuee  ooff  eeaacchh  ccyyccllee  iiss  == 33  ++   55  ++   1212  ++   1010  == 3030 == 22((1515)) == 22((33pp))  ..  HHeennccee  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  
cc44 == 22 == ((55 −− 11))//22 == ((pp −− 11))//22..      
  
CCaassee--((iiii))::    WWhheenn  pp == 77,,  
TThhee  vveerrtteexx  sseett  ooff    ΓΓ((  zz2121))   == {{33,, 66,, 77,, 99,, 1212,, 1414,, 1515,, 1818}}  ..  TThhaatt  iiss    ||VV((ΓΓ((  zz2121))))|| == 88..    LLeett  uu == 33  aanndd  vv == 1212  tthheenn  2211  ddooeess  
nnoott  ddiivviiddee  vv  ..  CClleeaarrllyy,,  uvuv  aarree  nnoonn  aaddjjaacceenntt..  LLeett  uu == 1818,,  xx == 77  aanndd  yy == 1414,,  tthheenn  2211  ddiivviiddeess  bbootthh  uxux  aanndd  uyuy..  TThhaatt  iiss  77,,  1144  
aarree  aaddjjaacceenntt  ttoo  aallll  tthhee  rreemmaaiinniinngg  vveerrttiicceess..  TThheenn  VV((ΓΓ((  zz2121))))  ccaann  bbee  ppaarrttiittiioonneedd  iinnttoo  ttwwoo  ppaarrttss  vv11 == {{77,,1414}}  aann  vv22   ==
{{33,, 66,, 99,, 1212,, 1515,, 1818}}..  CClleeaarrllyy,,  ΓΓ((  zz2121))    ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  tthhrreeee  cc44 ..  TThhaatt  iiss  ccyycclleess  aarree  {{33,,  77,,  1188,,  1144,,  33}},,  {{66,,  77,,  1155,,  1144,,  
66}}  aanndd  {{99,,  77,,  1122,,  1144,,  99}}..  SSiinnccee,,  77,,  1144  aarree  tthhee  ccoommmmoonn  ppooiinnttss  iinn  aallll  tthhee  ccyycclleess  aanndd  tthheessee  ccyycclleess  aarree  cchhoosseenn  iinn  ssuucchh  aa  wwaayy  
tthhaatt  tthhee  ttoottaall  vvaalluuee  ooff  eeaacchh  ccyyccllee  iiss    33  ++  77  ++  1188  ++  1144  ==  4422  ==  22((2211))  ==  22((33pp))..  TThhee  nnuummbbeerr  ooff  cc44 == 33 == ((77 −− 11))//22 == ((pp −−
11))//22..  HHeennccee,,  ΓΓ((  zz2121))  ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  ((pp −− 11))//22cc44 ,,  wwhheerree  pp == 77..  
  
CCaassee--((iiiiii))::    wwhheenn  pp >> 77,,    
IInn  ggeenneerraall,,  ΓΓ((  zz33pp)) == {{33,, 66,, …… ,,33 pp −−   11 ,, pp,, 22pp  }}..  tthhaatt  iiss  ||VV((ΓΓ((  ((  zz33pp))))|| == pp ++ 11..  UUssiinngg  tthhee  aabboovvee  ttwwoo  ccaasseess  ΓΓ((  zz33pp))  ccaann  
bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  ((pp −− 11))//22cc44 ..  tthheenn  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  cc44 ..    iinn    kk22,,pp−−11   iiss  ((pp −− 11))//22cc44 ..  
  
TThheeoorreemm  22..22::  FFoorr  aannyy  pp >> 55,,  tthheenn  ΓΓ((  zz55pp))  ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  ((  pp −− 11))//22cc88     oorr  ((pp −− 11))cc44 ..  
  
PPrrooooff::  TThhee  pprrooooff  iiss  bbaasseedd  oonn  iinndduuccttiioonn  oovveerr    pp..  
  
CCaassee--((ii))::  WWhheenn  pp == 77,,  
TThhee  vveerrtteexx  sseett  ooff    ΓΓ   zz3535 == 55,, 77,, 1010,, 1414,, 1515,, 2020,, 2121,, 2525,, 2828,, 3030 ..  TThhaatt  iiss  VV ΓΓ   zz3535 == 1010..  LLeett  uu == 55  aanndd  vv == 2020  tthheenn  
3355  ddooeess    nnoott  ddiivviiddee  110000..    CClleeaarrllyy  uu  aanndd  vv  aarree  nnoonn  --  aaddjjaacceenntt..    LLeett  uu == 1010  aanndd  XX  ==   77,, 1414,, 2121,, 2828   tthheenn  3355  ddiivviiddeess  uxux  
ffoorr  aallll  xx  ϵϵ  XX..  CClleeaarrllyy  uxux  aarree  aaddjjaacceenntt..  TThheenn  VV ΓΓ   zz3535   ccaann  bbee  ppaarrttiittiioonneedd  iinnttoo  ttwwoo  ppaarrttss  VV11   ==   77,, 1414,, 2121,, 2828   aanndd  
VV22     ==   {{55,, 1010,, 1515,, 2020,, 2525,,  3300}}..  CClleeaarrllyy,,  ΓΓ   zz3535   iiss    kk44,,66   aanndd  tthhiiss    kk44,,66  ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  ssiixx  cc44 ..  TThhaatt  iiss,,  {{55,,  77,,  3300,,  
2288,,  55}},,{{1155,,  77,,  2200,,  2288,,  1155}},,  {{2255,,  77,,  1100,,  2288,,  2255}},,  {{55,,  1144,,  3300,,  2211,,  55}},,  {{1155,,  1144,,  2200,,  2211,,  1155}},,  {{2255,,  1144,,  1100,,  2211,,  2255}}..  CClleeaarrllyy,,  77,,  
2288  aarree  tthhee  ccoommmmoonn  ppooiinnttss  iinn  tthhrreeee  ccyycclleess  aanndd  1177,,  2211  aarree  tthhee  ccoommmmoonn  ppooiinnttss  iinn  tthhee  rreemmaaiinniinngg  tthhrreeee  ccyycclleess..  TThheessee  ccyycclleess  
aarree  cchhoosseenn  iinn  ssuucchh  aa  wwaayy  tthhaatt  tthhee  ttoottaall  vvaalluuee  ooff  eeaacchh  ccyyccllee  iiss  ==   55  ++   77  ++   3030  ++   2828  ==   7070  ==   22 3535 ==   22 77pp ..  TThheenn  
nnuummbbeerr  ooff  cc44   ==   66  == 77−−11

22
== pp−−11

22
..  SSiimmiillaarrllyy  iitt  ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo {{55,, 77,, 3030,, 2828,, 55,, 1414,, 3030,, 2121,, 55}} ,,                                                                

  {{1515,, 77,, 2020,, 2828,, 1515,, 1414,, 2020,, 2121,, 1515}},,    {{2525,, 77,, 1010,, 2828,, 2525,, 1414,, 1010,, 2121,, 2525}}  wwiitthh  tthhee  ttoottaall  vvaalluuee  ooff  eeaacchh  ccyyccllee  iiss  ==   55  ++   77  ++
3030  ++   2828  ++   55  ++   1414  ++   3030  ++   2121  ==   140140  ==   44((3535))   ==   44((55pp))..  TThheenn  tthhee  nnuummbbeerr  ooff    CC88  iiss  33  ==   ((77 −− 11))//22  ==   ((pp −−
11))//22  ..  TThheerreeffoorree,,  ΓΓ  ((ZZ3355))  ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  ((  pp −− 11))//22cc88     oorr    ((pp −− 11))cc44 ..  
  
CCaassee--((iiii))::  WWhheenn  pp  ==   1111..  
TThhee  vveerrtteexx  sseett  ooff  ΓΓ((  zz5555)) == {{55,, 1010,, 1515.. .. ,, 5050,, 1111,, .. .. ,, 4444}}..  TThhaatt  iiss  ||VV((ΓΓ((  zz3535))))|| == 1414  ..  LLeett  uu  ==   55    aanndd  vv  ==   3030  tthheenn  5555  
ddooeess  nnoott  ddiivviiddee  115500..  TThhaatt  iiss,,  uu  aanndd  vv  aarree  nnoonn--aaddjjaacceenntt..  LLeett  uu  ==   3030  aanndd  XX  ==   {{1111,, 2222,, 3333,, 4444}}  tthheenn  5555  ddiivviiddeess  uxux  ffoorr  aallll  
xx  ϵϵ  XX..  CClleeaarrllyy  uxux  aarree  aaddjjaacceenntt..  TThheenn  VV((ΓΓ((  zz5555))))  ccaann  bbee  ppaarrttiittiioonneedd  iinnttoo  ttwwoo  ppaarrttss  VV11   ==  {{1111,,  2222,,  3333,,  4444}}  aanndd  VV22   ==
  {{55,, 1010,, 1515,, 2020,, 2525,, 3030,, 3535,, 4040,, 4545,, 5050}}..  CClleeaarrllyy,,  ΓΓ((ZZ5555))  iiss    kk44,,1010   aanndd  tthhiiss    kk44,,1010     ccaann  bbee    ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  tteenn  cc44 ..  TThhaatt  iiss,,  
{{55,,  1111,,  5500,,  4444,,  55}},,  {{1100,,  1111,,  4455,,  4444,,  1100}},,  {{1155,,  1111,,  4400,,  4444,,  1155}},,  {{2200,,  1111,,  3355,,  4444,,  2200}},,  {{2255,,  1111,,  3300,,  4444,,  2255}},,  {{55,,  2222,,  5500,,  3333,,  
55}},,  {{1100,,  2222,,  4455,,  3333,,  1100}},,  {{1155,,  2222,,  4400,,  3333,,  1155}},,  {{2200,,  2222,,  3355,,  3333,,  2200}},,{{2255,,  2222,,  3300,,  3333,,  2255}}..  CClleeaarrllyy,,  1111,,  4444  aarree  tthhee  ccoommmmoonn  
ppooiinnttss  iinn  ffiivvee  ccyycclleess  aanndd  2222,,  3333  aarree  tthhee  ccoommmmoonn  ppooiinnttss  iinn  tthhee  rreemmaaiinniinngg  ffiivvee  ccyycclleess..  TThheessee  ccyycclleess  aarree  cchhoooosseenn  iinn  ssuucchh  aa  
wwaayy  tthhaatt  tthhee  ttoottaall  vvaalluuee  ooff  eeaacchh  ccyyccllee  iiss  55 ++ 1111 ++ 5050  ++ 4444 == 110110 == 22((5555)) ==   22((55pp))..TThheenn  nnuummbbeerr  ooff  cc44   ==   1010  ==
  ((1111 −− 11))//22  ==   ((pp −− 11))//22  oorr  iitt  ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  {{55,,  1111,,  5500,,  4444,,  55,,  2222,,  5500,,  3333,,  55}},,  {{1100,,  1111,,  4455,,  4444,,  1100,,  2222,,  4455,,  
3333,,  1100}},,  {{1155,,  1111,,  4400,,  4444,,  1155,,  2222,,  4400,,  3333,,  1155}},,  {{2255,,  1111,,  3300,,  4444,,  2255,,  2222,,  3300,,  3333,,  2255}},,  {{2200,,  1111,,  3355,,  4444,,  2200,,  2222,,  3355,,  3333,,  2200}}  
wwiitthh  tthhee  ttoottaall  vvaalluuee  ooff  eeaacchh  ccyyccllee  iiss  == 55 ++ 1111 ++ 5050 ++ 4444  ++ 55 ++ 2222  ++ 5050 ++ 3333 ==  220220  == 44((5555)) == 44((55pp))..  TThheenn  tthhee  
nnuummbbeerr  ooff  CC88  iiss  55  == ((1111 −− 11))//22  ==   ((pp −− 11))//22  TThheerreeffoorree,,  ΓΓ((ZZ5555))  ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  ((  pp −− 11))//22cc88     oorr    ((pp −− 11))cc44..  
  
CCaassee--((iiiiii))::  WWhheenn  pp  >>   1111  
IInn  ggeenneerraall,,  ΓΓ((  zz55pp)) == {{55,, 1010,, .. .. .. ,, 55((pp −− 11)),, pp,, 22pp,, 33pp,, 44pp}}..  TThhaatt  iiss    ||VV((ΓΓ((  zz55pp))  ))  || == pp ++ 33..  UUssiinngg  tthhee  aabboovvee  ttwwoo  ccaasseess  tthhee  
VV((ΓΓ((  zz55pp))  ))ccaann  bbee  ppaarrttiittiioonneedd  iinnttoo  ttwwoo  ppaarrttss  VV11   ==   {{  pp,, 22pp,, 33pp,, 44pp  }}  aanndd  VV22   ==   {{55,, 1010,, .. .. .. ,, 55((pp −− 11))}}..  CClleeaarrllyy,,  ΓΓ((  zz55pp))  iiss  
kk44,,pp−−11   wwiitthh  tthhee  ccoommmmoonn  ppooiinnttss  {{pp,, 22pp,, 33pp,, 44pp}}  wwhhiicchh  iiss  aaddjjaacceenntt  ttoo  aallll  tthhee  rreemmaaiinngg  vveerrttiicceess..  TThheenn  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  ccyycclleess  
iinn    kk44,,pp−−11   iiss  ((  pp −− 11))//22  cc88   oror  ((pp  −−   11))cc44 ..  
  
TThheeoorreemm  22..33::  FFoorr  aannyy  pp  >>   77,,  ΓΓ((  zz77pp))  ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  ((  33((pp −− 11))//22  ))cc44oror    ((pp  −−   11))cc66   
  
PPrrooooff::  TThhee  pprrooooff  iiss  bbaasseedd  oonn  iinndduuccttiioonn  oovveerr    pp..  
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CCaassee--((ii))::  WWhheenn  pp  ==   1111,,  
TThhee  vveerrtteexx  sseett  ooff  ΓΓ((  zz__7777  ))== {{ 77,, 1414,, 2121,, .. .. ,, 7070,, 1111,, .. .. ,, 6666}} ..  TThhaatt  iiss  ||VV((ΓΓ   zz7777 ))  || == 1616..  LLeett  uu  ==   77  aanndd  vv  ==   3535  tthheenn  7777  
ddooeess  nnoott  ddiivviiddee  224455..  CClleeaarrllyy  uu  aanndd  vv  aarree  nnoonnaaddjjaacceenntt..  LLeett    uu  ==   2121  aanndd  XX  ==   1111,, 2222,, 3333,, 4444,, 5555,, 6666   tthheenn  7777  ddiivviiddeess  uxux  
ffoorr  aallll  xx  ϵϵ  XX..  CClleeaarrllyy  uxux  aarree  aaddjjaacceenntt..  TThheenn  VV ΓΓ   zz7777 ccaann  bbee  ppaarrttiittiioonneedd  iinnttoo  ttwwoo  ppaarrttss    VV11   ==   1111,, 2222,, 3333,, 4444,, 5555,, 6666   
aanndd  VV22   == 77,, 1414,, 2121,, 2828,, 3535,, 4242,, 4949,, 5656,, 6363,, 7070 ..  CClleeaarrllyy,,  ΓΓ   zz7777   iiss    kk44,,1010   aanndd  tthhiiss    kk44,,1010   ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  ffiifftteeeenn  
cc44 ..  TThhaatt  iiss,,{{77,,  1111,,  7700,,  6666,,  77}},,  {{1144,,  1111,,  6633,,  6666,,  1144}},,  {{2211,,  1111,,  5566,,  6666,,  2211}},,  {{2288,,  1111,,  4499,,  6666,,    2288}},,  {{3355,,  1111,,  4422,,  6666,,  3355}},,  {{77,,  
2222,,  7700,,  5555,,  77}},,{{1144,,  2222,,  6633,,  5555,,  1144}},,  {{2211,,  2222,,  5566,,  5555,,  2211}},,{{2288,,  2222,,  4499,,  5555,,  2288}}  ,,{{3355,,  2222,,  4422,,  5555,,  3355}},,    {{77,,  3333,,  7700,,  4444,,  77}},,    
{{1144,,  3333,,  6633,,  4444,,  1144}},,    {{2211,,3333,,  5566,,  4444,,  2211}}    {{77,,  3333,,7700,,  4444,,77}}  {{1144,,  3333,,  6633,,  4444,,  1144}}  {{2211,,  3333,,  5566,,  4444,,  2211}}{{2288,,  3333,,  4499,,  4444,,  
2288}}  aanndd  {{3535,, 3333,, 4242,, 4444,, 3535}}..  CClleeaarrllyy,,  VV11     aarree  tthhee  ccoommmmoonn  vveerrttiicceess  iinn  tthhee  ccyycclleess  aanndd  tthheessee  ccyycclleess  aarree  cchhoosseenn  iinn  ssuucchh  aa  
wwaayy  tthhaatt  tthhee  ttoottaall  vvaalluuee  ooff  eeaacchh  ccyyccllee  iiss    77 ++ 1111 ++ 7070 ++ 6666  ==   154154  ==   22((7777))   ==   22((77pp))..  TThheenn  nnuummbbeerr  ooff  cc44 ==   1515  ==
  33((1111 −− 11))//22  ==   33((pp −− 11))//22  oorr    kk44,,1010   ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  1100cc66 ,,  TThhaatt  iiss,,  {{77,,  1111,,  7700,,  6666,,  77,,  2222,,  7700,,  5555,,  77}},,  {{1144,,  1111,,  
6633,,  6666,,  1144,,  2222,,  6633,,  5555,,  1144}},,  {{2211,,  1111,,  5566,,  6666,,  2211,,  2222,,  5566,,  5555,,  2211}},,{{2288,,  1111,,  4499,,  6666,,    2288,,2222,,  4499,,  5555,,  2288}}{{3355,,  1111,,  4422,,  6666,,  
3355,,2222,,  4422,,5555,,  3355}},,  {{77,,  1111,,  7700,,  6666,,  77,,  3333,,  7700,,  4444,,  77}},,  {{1144,,  1111,,  6633,,  6666,,  1144,,  3333,,  6633,,  4444,,  1144}},,  {{2211,,  1111,,  5566,,  6666,,  2211,,  2222,,  5566,,  5555,,  
2211}}{{2288,,  1111,,  4499,,  6666,,    2288,,3333,,  4499,,  4444,,  2288}}  ,,{{3355,,  1111,,  4422,,  6666,,  3355,,  3333,,  4422,,  4444,,  3355}},,..TThheenn  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  cc66   iiss  1100  ==  1111  −−  11  ==  pp  ––  
11  TThheerreeffoorree,,  ΓΓ((  zz7777))    ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  ((  33((pp −− 11))//22  ))cc44oror    ((pp  −−   11))cc66..  
  
CCaassee--((iiii))::  WWhheenn  pp  ==   1313..  
TThhee  vveerrtteexx  sseett  ooff    ��((  zz9191   ))  == {{77,, 1414,, .. .. ,, 8484,, 1313,, 2626,, .. ..7878}} TThhaatt  iiss  ||VV((ΓΓ((zz9191  ))  ))  ||== 1818..  LLeett  uu  ==   77  aanndd  vv  ==   3535  tthheenn  9911  ddooeess  
nnoott  ddiivviiddee  224455..  CClleeaarrllyy  uu  aanndd  vv  aarree  nnoonn--aaddjjaacceenntt..  LLeett  uu  ==   2121  aanndd  XX  == {{ 1313,, 2626,, 3939,, 5252,, 6565,, 7878 }}  tthheenn  9911  ddiivviiddeess  uxux  ffoorr  
aallll  xx  ϵϵ  XX..  CClleeaarrllyy  uxux  aarree  aaddjjaacceenntt  ffoorr  aallll  xx  ϵϵ  XX..  TThheenn  VV ΓΓ ((  zz9191)) ccaann  bbee  ppaarrttiittiioonneedd  iinnttoo  ttwwoo  ppaarrttss  VV11  ==  {{1133,,  2266,,  3399,,  5522,,  
6655,,  7788}}  aanndd    VV22   ==  {{77,,  1144,,  2211,,  2288,,  3355,,  4422,,  4499,,  5566,,  6633,,  7700,,  7777,,  8844}}..  CClleeaarrllyy,,  ΓΓ((zz9191))  iiss  kk44,,1212   aanndd  tthhiiss    kk44,,1212   ccaann  bbee  
ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  eeiigghhtteeeenn  cc44..                                              
  
TThhaatt  iiss,,  {{77,,  1133,,  8844,,  7788,,  77}},,  {{1144,,1133,,7777,,7788,,77}},,  {{2211,,1133,,7700,,7788,,2211}},,  {{2288,,1133,,6633,,7788,,2288}},,  {{3355,,1133,,5566,,7788,,3355}},,{{4422,,  1133,,  4499,,  7788,,  4422}},,  
{{77,,  2266,,  8844,,  6655,,  77}},,  {{1144,,2266,,7777,,6655,,77}},,  {{2211,,2266,,7700,,6655,,2211}},,      {{2288,,2266,,6633,,6655,,2288}},,  {{3355,,2266,,5566,,6655,,3355}},,{{4422,,  2266,,  4499,,  6655,,  4422}},,{{77,,  3399,,  
8844,,  5522,,  77}},,  {{1144,,3322,,7777,,5522,,77}},,  {{2211,,3399,,7700,,5522,,2211}},,{{2288,,3399,,6633,,5522,,2288}},,  {{3355,,3399,,5566,,5522,,3355}},,{{4422,,  3399,,  4499,,  5522,,  4422}}..  CClleeaarrllyy,,  VV11   aarree  
tthhee  ccoommmmoonn  vveerrttiicceess  iinn  tthhee  ccyycclleess  aanndd  tthheessee  ccyycclleess  aarree  cchhoosseenn  iinn  ssuucchh  aa  wwaayy  tthhaatt  tthhee  ttoottaall  vvaalluuee  ooff  eeaacchh  ccyyccllee  iiss  
==   77 ++ 1313 ++ 8484 ++ 7878  ==  185185  ==   22((9191))   ==   22((77pp))..  TThheenn  nnuummbbeerr  ooff  cc44 ==   1818  ==   33((1313 −− 11))//22  ==   33((pp −− 11))//22  oorr    kk44,,1212   ccaann  
bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  1122cc66,,  TThhaatt  iiss,,  {{77,, 1313,, 8484,, 7878,, 77,, 2626,, 8484,, 6565,, 77}}  ,,  {{1144,,1133,,7777,,7788,,77,,2266,,7777,,6655,,77}},,  {{2211,,1133,,7700,,7788,,2211,,2266,,7700,,  6655,,  
2211}},,  {{2828,,1313,,6363,,7878,,2828,,2626,,6363,,6565,,2828}},, {{3535,,1313,,5656,,7878,,3535,,3939,,5656,,5252,,3535}},,  {{4422,,1133,,4499,,7788,,4422,,3399,,4499,,5522}}  {{77,, 1313,, 8484,, 7878,, 77,, 3939,, 8484,,            
5252,, 77}},,  {{1144,,1133,,7777,,7788,,77,,3399,,7777,,5522,,77}},,  {{2211,,1133,,7700,,7788,,2211,,3399,,7700,,5522,,2211}},,  {{2828,,1313,,6363,,7878,,2828,,3939,,6363,,5252,,2828}},, {{3535,,1313,,5656,,7878,,3535,,3939,,  
5656,,5252,,3535}}  ,,{{4422,,1133,,4499,,7788,,4422,,3399,,4499,,5522,,4422}}..  TThheenn  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  cc66  iiss  1212  ==   1313 −− 11  ==   pp −− 11  TThheerreeffoorree,,  ΓΓ((  zz9191))    ccaann  bbee  
ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo    ((33((pp −− 11))//22))cc44oror    ((pp  −−   11))cc66       
  
CCaassee--((iiiiii))::  WWhheenn    pp  >>   1313..  
IInn  ggeenneerraall,,  ΓΓ((  zz77pp))   ==   {{77,, 1414,, .. .. .. ,, 77((pp −− 11)),, pp,, 22pp,, .. .. ,, 66pp}}..  TThhaatt  iiss  ||VV((ΓΓ((  zz77pp))||   == pp ++ 55..  UUssiinngg  tthhee  aabboovvee  ttwwoo  ccaasseess  tthhee  
ΓΓ((  zz77pp))  ccaann  bbee  ppaarrttiittiioonneedd  iinnttoo  ttwwoo    ppaarrttss    VV11  ==   {{  pp,, 22pp,, 33pp,, 44pp,, 55pp,, 66pp  }}  aanndd  VV22   ==   {{7777,, 1414,, .. .. .. ,, 77((pp  −−   11))}}..  CClleeaarrllyy,,  
ΓΓ((  zz77pp))    iiss    kk66,,pp−−11   wwiitthh  tthhee  ccoommmmoonn  ppooiinnttss  {{pp,, 22pp,, 33pp,, 44pp,, 55pp,, 66pp}}  wwhhiicchh  iiss  aaddjjaacceenntt  ttoo  aallll  tthhee  rreemmaaiinniinngg  vveerrttiicceess..  TThheenn  tthhee  
nnuummbbeerr  ooff  ccyycclleess  iinn    kk66,,pp−−11iiss  ((33((pp −− 11))//22))cc44oror    ((pp  −−   11))cc66  

  
TThheeoorreemm  22..44::  FFOORR  aannyy  ddiissttiinncctt  pprriimmee  pp  aanndd  qq,,    ΓΓ((  zzpqpq))  ccaann  bbee  ddeeccoommppoossaabbllee  iinnttoo  ((qq  −−  11))  CCpp−−11,,  wwhheerree    qq  >>   pp..  
  
PPrrooooff::  TThhee  vveerrtteexx  sseett  ooff  ΓΓ((  zzpqpq))  iiss  {{pp,, 22pp,, 33pp,, .. .. ((pp −− 11))pp,, qq,, 22qq,, .. .. ((pp −− 11))qq}}..  TThhaatt  iiss  ||VV  ((ΓΓ((  zzpqpq))))||  ==   pp  ++   qq  −−   22..  UUssiinngg  
tthhee  aabboovvee  tthheeoorreemm  ΓΓ((  zzpqpq))  iiss    kkpp−−11,,qq−−11     ffoorr  pp >> 33,,  wwiitthh  tthhee  ccoommmmoonn  ppooiinnttss  {{qq,, 22qq,, .. .. ((pp  −−   11))qq}}  wwhhiicchh  iiss  aaddjjaacceenntt  ttoo  aallll  
tthhee  rreemmaaiinniinngg  vveerrttiicceess..  TThheerreeffoorree  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  ccyycclleess  iinn    kkpp−−11,,qq−−11  iiss  ((qq  −−   11))ccpp−−11..  
  
TThheeoorreemm  22..55::  FFoorr  aannyy  pprriimmee  pp  >> 44,,    ΓΓ((  zz44pp))  ccaann  bbee  ddeeccoommppoossaabbllee  iinnttoo      kk11,,22((pp−−11))   aanndd    kk22,,pp−−11    oorr    ((pp −− 11))//22cc44 ..  

  
PPrrooooff::  TThhee  pprrooooff  iiss  bbaasseedd  oonn  iinndduuccttiioonn  oovveerr    pp..  
  
CCaassee--((ii))::  WWhheenn  pp  ==   55,,  
TThhee  vveerrtteexx  sseett  ooff  ΓΓ((  zz2020))  ==  {{22,,  44,,  66,,  ....1188,,  55,,  1100,,  1155}}..  TThhaatt  iiss  ||VV  ((ΓΓ((  zz2020))))||  == 1111..  LLeett  uu  ==  44  aanndd  vv  ==  1100  tthheenn  2200  ddiivviiddeess  uvuv..  
CClleeaarrllyy  uu  aanndd  vv  aarree  aaddjjaacceenntt..  LLeett  XX  ==   {{55,, 1515}}  aanndd  vv  ==   1010  tthheenn  2200  ddiivviiddeess  vvxxffoorr  aallll  xx  ϵϵ  XX..  CClleeaarrllyy  uxux  aarree  nnoonn--aaddjjaacceenntt..  
TThheenn  ffiirrsstt  ΓΓ((  zz2020))iiss  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo    kk11,,88  ..  CCoonnssiiddeerr  uu  ==   44  aanndd  vv  ==   55  tthheenn  2200  ddiivviiddeess  uvuv..  TThhaatt  iiss  uu  aanndd  vv  aarree  aaddjjaacceenntt..  
TThheenn  tthhee  rreemmaaiinniinngg  vveerrttiicceess  ccaann  bbee  ppaarrttiittiioonneedd  iinnttoo  ttwwoo  ppaarrttss  VV11  ==  {{44,,  88,,  1122,,  1166}}  aanndd  VV22  ==  {{55,,  1155}}  wwhhiicchh  aarree  aaddjjaacceenntt  
ttoo  eeaacchh  ootthheerr..  SSeeccoonnddllyy,,  ΓΓ((  zz2020))iiss  ffuurrtthheerr  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo    kk22,,44    FFuutthheerr  iitt  ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  ttwwoo  ccyycclleess  ooff  cc44,,  tthhaatt  
iiss  {{44,,  55,,  1166,,  1155,,  44}}  aanndd  {{88,,  55,,  1122,,  1155,,  88}}..  TThheessee  ccyycclleess  aarree  cchhoosseenn  iinn  ssuucchh  aa  wwaayy  tthhaatt  tthhee  ttoottaall  vvaalluuee  ooff  eeaacchh  ccyyccllee  iiss  
4040  ==   22((2020))   ==   22((55pp))..  FFiinnaallllyy,,  tthhiiss  iimmpplliieess  ΓΓ((  zz2020))ccaann  bbee  ccoommpplleetteellyy  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo    kk11,,88    aanndd    kk22,,44    oorr  22cc44..  
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CCaassee--((iiii))::  WWhheenn  pp  ==  77..  
TThhee  vveerrtteexx  sseett  ooff  ΓΓ((  zz2828))  ==  {{22,,  44,,  66,,  ....2266,,  77,,  1144,,  2211}}  ..  TThhaatt  iiss  ||VV((ΓΓ((  zz2828))||   == 1515  LLeett    uu  ==   66  aanndd  vv  ==   1414  tthheenn  2288  ddiivviiddeess  
uvuv..  CClleeaarrllyy  uu  aanndd  vv  aarree  aaddjjaacceenntt..  LLeett  XX  ==   {{77,, 2121}}  aanndd  vv  ==   1414  tthheenn  2244  ddiivviiddeess  vxvx..  CClleeaarrllyy  uxux  aarree  nnoonn--aaddjjaacceenntt  ffoorr  aallll  
xx  ϵϵ  XX..  TThheenn  ffiirrsstt  ΓΓ((  zz2828))iiss  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo    kk11,,1212  ..  CCoonnssiiddeerr    uu  ==   88  aanndd  vv  ==   77  tthheenn  2244  ddiivviiddeess  uvuv..  TThhaatt  iiss  uu  aanndd  vv  aarree  
aaddjjaacceenntt..  TThheenn  tthhee  rreemmaaiinniinngg  vveerrttiicceess  ccaann  bbee  ppaarrttiittiioonneedd  iinnttoo  ttwwoo  ppaarrttss  VV11  ==  {{44,,  88,,  1122,,  1166,,  2200,,  2244}}  aanndd  VV22==  {{77,,  2211}}  
wwhhiicchh  aarree  aaddjjaacceenntt  ttoo  eeaacchh  ootthheerr..  SSeeccoonnddllyy,,  ΓΓ((  zz2828))  iiss  ffuurrtthheerr  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo    kk22,,66      wwhhiicchh  iiss  ffuurrtthheerr  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  
tthhrreeee  ccyycclleess  ooff  cc44,,  tthhaatt  iiss  {{44,,  77,,  2244,,  1144,,  44}}  ,,{{88,,  77,,  2200,,  1144,,  88}}  aanndd  {{1122,,  77,,  1166,,  1144,,  1122}}..  TThheessee  ccyycclleess  aarree  cchhoosseenn  iinn  ssuucchh  aa  
wwaayy  tthhaatt  tthhee  ttoottaall  vvaalluuee  ooff  eeaacchh  ccyyccllee  iiss  5656  ==   22((2828))   ==   22((44pp))..  FFiinnaallllyy,,  tthhiiss  iimmpplliieess  ΓΓ   zz2828   ccaann  bbee  ccoommpplleetteellyy  
ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo    kk11,,1212    aanndd    kk22,,66  oorr  33cc44..  
  
CCaassee--((iiiiii))::  WWhheenn  pp  >> 77..  
IInn  ggeenneerraall,,  VV  ((((zz44pp))))   ==   {{22,, 44,, 66.. .. ..22((pp  −−   11)),, pp,, 22pp,, 33pp}}..  TThhaatt  iiss||VV((ΓΓ((  zz44pp))||   == 22pp ++ 11..  UUssiinngg  tthhee  aabboovvee  ccaasseess  ΓΓ((  zz44pp))ccaann  
bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo    kk11,,22((pp−−11))      aanndd      kk22,,pp−−11    wwhhiicchh  ccaann  bbee  ffuurrtthheerr  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  ((pp −− 11))//  22  ccyycclleess  ooff  lleennggtthh  44  tthhaatt  iiss  
((pp −− 11))//22  cc44..  
  
TThheeoorreemm  22..66::  FFoorr  aannyy  pprriimmee  pp  >> 66,,  ΓΓ((  zz66pp))ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo    kk11,,33((pp−−11)) ,,  kk22,,pp−−11  aanndd    kk22,,22((pp−−11))   oorr  33((pp −− 11))//22  cc44..      
  
PPrrooooff::  TThhee  pprrooooff  iiss  bbaasseedd  oonn  iinndduuccttiioonn  oovveerr    pp..  
  
CCaassee--((ii))::  WWhheenn  pp  ==   77..  
TThhee  vveerrtteexx  sseett  ooff  ΓΓ((  zz4242))    ==  {{22,,  33,,  44,,  ......4400,,  77,,  1144,,  2211,,  2288,,  3300}}  ..  TThhaatt  iiss  ||VV((ΓΓ((  zz4242))||   == 2929  LLeett  uu == 2121  aanndd  lleett  XX  bbee  tthhee  sseett  
ccoonnssiissttiinngg  ooff  mmuullttiippllee  ooff  22  ootthheerr  tthhaann  mmuullttiippllee  ooff  33..  TThheenn  uxux  iiss  ddiivviiddeedd  bbyy  tthhee  4422..TThhaatt  iiss  uxux  iiss  aaddjjaacceenntt..  TThheenn,,  ΓΓ((  zz4242))    iiss  
ffiirrsstt  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo    kk11,,2020    FFrroomm  tthhee  rreemmaaiinniinngg  vveerrttiicceess  ccoonnssiiddeerr    tthhee  sseett  VV11  ==  {{1144,,  2288}}  aanndd  VV22  ==  {{33,,99,,……..,,3399,,66,,1122,,……  
3366}}..    CClleeaarrllyy  aannyy  vveerrtteexx  ooff  VV11  iiss  aaddjjaacceenntt  ttoo  aannyy  vveerrtteexx  ooff    VV22..    TThheenn,,    ΓΓ((  zz4242))  iiss  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo    kk22,,1212  ..  FFuurrtthheerr  iitt  ccaann  
bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  ssiixx  ccyycclleess  ooff      cc44..  TThhaatt  iiss  {{1144,,33,,2288,,3399,,1144}},,  {{1144,,99,,2288,,3333,,1144}},,  {{1144,,1155,,2288,,2277,,1144}},,  {{1144,,66,,2288,,3366,,1144}},,  
{{1144,,1122,,2288,,3300,,1144}},,{{1144,,1188,,2288,,2244,,1144}}..    TThheessee  ccyycclleess  aarree  cchhoosseenn  iinn  ssuucchh  aa  wwaayy  tthhaatt  tthhee  ssuumm  ooff  tthhee  vveerrttiicceess  iiss  9988  ..FFiinnaallllyy  
tthhee  rreemmaaiinniinngg  vveerrttiicceess  ccaann  bbee  ppaarrttiittiioonneedd  iinnttoo  VV33  ==  {{77,,  3355}}  aanndd  VV44  ==  {{66,,1122,,……3366}}..      CClleeaarrllyy  aannyy  vveerrtteexx  ooff    VV33  iiss  aaddjjaacceenntt  
ttoo  aannyy  vveerrtteexx  ooff    VV44  ..  TThheenn,,  ΓΓ((  zz4242))  iiss  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo    kk22,,66    ..  FFuurrtthheerr  iitt  ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  tthhrreeee  ccyycclleess  ooff  cc44..    TThhaatt  
iiss  {{77,,66,,3355,,3366,,77}},,{{77,,1122,,3355,,3300,,77}},,{{77,,1188,,3355,,2244,,77}}..  TThheessee  vveerrttiicceess  iiss  cchhoosseenn  iinn  ssuucchh  aa  wwaayy  tthhaatt  tthhee  ssuumm  ooff  tthhee  vveerrttiicceess  iiss  
9911..  FFiinnaallllyy,,  tthhiiss  iimmpplliieess  ΓΓ   zz4242   ccaann  bbee  ccoommpplleetteellyy  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo    kk11,,2020  ,, 66cc44   aanndd  33cc44..  TThhaatt  iiss    kk11,,2020  ,, 99cc44..  
    
CCaassee--((iiii))::  WWhheenn  pp  ==   1111..  
TThhee  vveerrtteexx  sseett  ooff  ΓΓ((  zz7777))    ==  {{22,,  33,,  44,,  ......6600,,  1111,,2222,,3333,,4444,,5555}}  ..  TThhaatt  iiss  ||VV((ΓΓ((  zz7777))||   == 4545..  LLeett  uu == 3333  aanndd  lleett  XX  bbee  tthhee  sseett  
ccoonnssiissttiinngg  ooff  mmuullttiippllee  ooff  22  ootthheerr  tthhaann  mmuullttiippllee  ooff  33..  TThheenn  uxux  iiss  ddiivviiddeedd  bbyy  tthhee  7777..  TThhaatt  iiss  uxux  iiss  aaddjjaacceenntt..TThheenn  ,,  ΓΓ((  zz4242))  iiss  
ffiirrsstt  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo    kk11,,3232  ..  FFrroomm  tthhee  rreemmaaiinniinngg  vveerrttiicceess  ccoonnssiiddeerr  tthhee  sseett  VV11=={{2222,,  4444}}  aanndd  VV22=={{33,,  99,,……..,,6633,,66,,1122,,……  
6600}}..  CClleeaarrllyy  aannyy  vveerrtteexx  ooff    VV11  iiss  aaddjjaacceenntt  ttoo  aannyy  vveerrtteexx  ooff    VV22..  TThheenn,,  ΓΓ((  zz4242))  iiss  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo    kk22,,2020  ..  FFuurrtthheerr  iitt  ccaann  bbee  
ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  tteenn  ccyycclleess  ooff    cc44..  TThhaatt  iiss  {{2222,,33,,4444,,6633,,2222}},,  {{2222,,99,,4444,,5577,,2222}},,  {{2222,,1155,,4444,,5511,,2222}},,  {{2222,,2211,,4444,,4455,,2222}},,  
{{2222,,2277,,4444,,3399,,2222}},,{{2222,,66,,4444,,6600,,2222}},,{{2222,,1122,,4444,,5544,,2222}},,{{2222,,1188,,4444,,4488,,2222}},,{{2222,,2244,,4444,,4422,,2222}},,{{2222,,3300,,4444,,4466,,2222}}..TThheessee  ccyycclleess  
aarree  cchhoosseenn  iinn  ssuucchh  aa  wwaayy  tthhaatt  tthhee  ssuumm  ooff  tthhee  vveerrttiicceess  iiss  115544  ==   22((7777))   ==   22((66pp))..FFiinnaallllyy  tthhee  rreemmaaiinniinngg  vveerrttiicceess  ccaann  bbee  
ppaarrttiittiioonneedd  iinnttoo  VV33  ==  {{1111,,  5555}}  aanndd  VV44  ==  {{66,,1122,,……6600}}..      CClleeaarrllyy  aannyy  vveerrtteexx  ooff    VV33  iiss  aaddjjaacceenntt  ttoo  aannyy  vveerrtteexx  ooff    VV44  ..  TThheenn  ,,  
ΓΓ((  zz4242))  iiss  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo    kk22,,66  ..  FFuurrtthheerr  iitt  ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  tthhrreeee  ccyycclleess  ooff  cc44..  TThhaatt  iiss  {{1111,,66,,5555,,6600,,1111}},,  
{{1111,,1122,,5555,,5544,,1111}},,{{1111,,1188,,5555,,4488,,1111}},,{{1111,,2244,,5555,,4422,,1111}},,{{1111,,3300,,5555,,3366,,1111}}..  TThheessee  vveerrttiicceess  aarree  cchhoosseenn  iinn  ssuucchh  aa  wwaayy  tthhaatt  
tthhee  ssuumm  ooff  tthhee  vveerrttiicceess  iiss  114433..  FFiinnaallllyy,,  tthhiiss  iimmpplliieess  ΓΓ   zz4242   ccaann  bbee  ccoommpplleetteellyy  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo    kk11,,3232  ,, 1010cc44   aanndd  55cc44..  TThhaatt  
iiss    kk11,,3232  ,, 1515cc44..  
  
CCaassee--((iiiiii))::  WWhheenn  pp  >>   1111..  
IInn  ggeenneerraall,,  VV  ((((zz66pp))))   ==   {{22,, 44,, 66.. .. ..22((33pp −− 11)),, 33,,66 …… ..33((22pp −− 11)),, pp,, 22pp,, 33pp,, 44pp,, 55pp}}..  TThhaatt  iiss  ||VV((ΓΓ((  zz44pp))||   == 44pp ++ 11..  UUssiinngg  tthhee  
aabboovvee  ccaasseess  ΓΓ((  zz66pp))ccaann  bbee  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo      kk11,,33pp−−11          kk22,,22((pp−−11))      aanndd      kk22,,pp−−11    wwhhiicchh  ccaann  bbee  ffuurrtthheerr  ddeeccoommppoosseedd  iinnttoo  
((pp −− 11))//  22  ccyycclleess  aanndd  ((pp −− 11))  ccyycclleess  ooff  lleennggtthh  44  tthhaatt  iiss  pp−−11

22
++ pp −− 11  ooff      cc44  ..  TThhaatt  iiss    33((pp −− 11))//22  cc44..      

  
TThheeoorreemm  22..77::  FFoorr  aannyy  pprriimmee  pp,,  ΓΓ zzpp22 iiss  nnoott  ddeeccoommppoossaabbllee  iinnttoo  HHaammiillttoonn  ccyycclleess..  
  
PPrrooooff::  TThhee  vveerrtteexx  sseett  ooff  ΓΓ   zzpp22   iiss  {{pp,, 22pp,, 33pp,, .. .. ((pp −− 11))pp}}..  CClleeaarrllyy  pp  iiss  aaddjjaacceenntt  ttoo  aallll  tthhee  vveerrttiicceess  iinn  VV  ((ΓΓ((  zzpp22 ))))..  AAllssoo  
nnoottee  tthhaatt  aannyy  ttwwoo  vveerrttiicceess  iinn  ΓΓ((  zzpp22 ))  iiss  aaddjjaacceenntt  aanndd  hheennccee  ΓΓ((  zzpp22 ))iiss  aa  ccoommpplleettee  ggrraapphh..  CClleeaarrllyy  eeaacchh  vveerrttiicceess  ooff  
ΓΓ((  zzpp22 ))hhaass  ddeeggrreeee  pp  −−   22..  LLeett  qq  bbee  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  eeddggeess  ooff    ΓΓ((  zzpp22 ))  tthheenn  qq  ==   ((pp −− 11))((pp −− 22))//22  ..  SSuuppppoossee  ΓΓ((  zzpp22 ))iiss  
ddeeccoommppoossaabbllee  iinnttoo  HHaammiillttoonn  ccyycclleess  CCpp−−11..  SSiinnccee  eeaacchh  CCpp−−11  hhaass  pp −− 11  eeddggeess..  SSoo  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  ssuucchh  ccyycclleess  iinn  tthhee  
ddeeccoommppoossiittiioonn  mmuusstt  bbee  qq((pp −− 11  )) ==   ((pp −− 11))((pp −− 22))//22((pp −− 11))   ==   ((pp −− 22))//22  ==   pp//22  −−   11,,  wwhhiicchh  iiss  nnoott  aann  iinntteeggeerr  ffoorr  
aannyy  pprriimmee  pp..  HHeennccee  tthhiiss  iiss  iimmppoossssiibbllee  ssoo  ΓΓ((  zzpp22 ))iiss  nnoott  ddeeccoommppoossaabbllee  iinnttoo  HHaammiillttoonn  ccyycclleess..  
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TThheeoorreemm  22..88::  FFoorr  aannyy  pprriimmee  pp  >> 22,,  ΓΓ((  zzpp22 ))iiss  ddeeccoommppoossaabbllee  iinnttoo  ((pp −− 11))//22    HHaammiillttoonn  ppaatthhss  PPpp--11    
  
PPrrooooff::  UUssiinngg  tthhee  aabboovvee  tthheeoorreemm,,  ΓΓ((  zzpp22 ))iiss  aa  ccoommpplleettee  ggrraapphh,,  wwhheerree  pp  iiss  aannyy  pprriimmee  aanndd  ||VV((ΓΓ((  zzpp22 ))||   == pp −− 11..  SSiinnccee,,  ffoorr    
aannyy  nn  ≥≥   11,,  kk22nn++11`̀  iiss  ddeeccoommppoossaabbllee  iinnttoo  HHaammiillttoonn    ccyycclleess..  CCoonnssiiddeerr  ΓΓ((  zz7722 )),,  tthhee  vveerrttiicceess  sseett  ooff  ΓΓ((  zz7722 )),,    iiss  {{77,,  1144,,  2211,,  
2288,,  3355,,  4422}}  tthhaatt  iiss  {{pp,, 22pp,, 33pp,, .. .. ((pp  −−   11))pp}}  wwhheerree  pp  ==   77..  LLaabbeell  tthhee  vveerrttiicceess  xx11,,  xx22,,  xx33,,  xx44,,  xx55,,  xx66  aanndd  ffoorrmm  tthhee  HHaammiillttoonn  
ppaatthh  aass  ffoolllloowwss  
PPaatthh  11::  xx11    ,, xx55     ,, xx33   ,, xx66  ,, xx44 ,, xx22     ((PP66))  
PPaatthh  22::  xx33    ,, xx11     ,, xx22   ,, xx66  ,, xx55 ,, xx44     ((PP66))  
PPaatthh  33::  xx66    ,, xx11     ,, xx44   ,, xx33  ,, xx22 ,, xx55     ((PP66))  
  
HHeennccee  ΓΓ((  zzpp22 ))  iiss  ddeeccoommppoossaabbllee  iinnttoo  ((pp −− 11))//22  HHaammiillttoonn  ppaatthh  PP  pp−−11  
  
FFoorr  eexxaammppllee  iinn  ΓΓ((  zz5522 )),,      tthhee  nnuummbbeerr  ooff  vveerrttiicceess  aarree  {{55,, 1010,, 1515,, 2020}}..    
  
FFoorr  pp  ==   55,,    pp −− 11//22 ==   55 −− 11//22  ==   44//22  == 22  HHaammiillttoonn  ppaatthh  PP44  
  
33..  CCOONNCCLLUUSSIIOONN  
  
IInn  tthhee  zzeerroo  ddiivviissoorr  ggrraapphh  ΓΓ   zznn wwhheerree  nn  iiss  aannyy  ppoossiittiivvee  iinntteeggeerr,,  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  ccyycclleess  ooff  cc44  tthhaatt  hhaass  bbeeeenn  ddeeccoommppoosseedd  ffoorr  
nn == 33pp,, 44pp,, 55pp,, 66pp,, 77pp  ffoorrmmss  aann  iinneeqquuaalliittyy  oo((DD((ΓΓ((  zz33pp)))))) ≤≤ oo((DD((ΓΓ((  zz44pp)))))) << oo((DD((ΓΓ((  zz55pp))))))   << oo((DD((ΓΓ((  zz66pp))))))   ≤≤
oo((DD((ΓΓ((  zz77pp))))))  wwhheerree  oo((DD((ΓΓ((  zznn))))))  iiss  kknnoowwnn  aass  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  ccyycclleess  ooff    cc44,,  wwhhiillee  tthhee  ccoommpplleettee  ggrraapphh  ΓΓ((  zzpp22 ))  iiss  oonnllyy  
ddeeccoommppoossaabbllee  iinnttoo  HHaammiillttoonn  ppaatthh  PPpp--11    bbuutt  nnoott  hhaass  HHaammiillttoonn  ccyycclleess..  
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